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Esercizio 1. Si consideri la matrice

101 1 0
1 41 2 -1
A=16 4 4 3 _3
301 -1 -2

Si consideri 'applicazione lineare f: R® — R* di matrice A rispetto alle basi canoniche.

a) (4pt) Scrivere la matrice B di f rispetto alle basi ¢ = {es,eq,e3,e2,e1} del dominio e ¢’ =
{e4, €3 + €3,€2, €1} del codominio.

b) (4pt) Determinare una base di ker(f) e le sue equazioni parametriche.
¢) (4pt) Scrivere una base di im(f) e le sue equazioni cartesiane.

(d) (2pt) Quanto valgono rango e nullita di f7 Verificare la formula generale su rango e nullita nel caso
di f.

a) Chiamiamo (abusivamente) e sia la base canonica di R® che quella di R?*, scriviamo ¢’ = eP, " = ePs,
fle) =eA, f(e/) =¢"B. Allora &

f(e'y=¢"B=eP,B = f(e)P, = AP, .

Dunque
B =P, AP, .
Calcoliamo:
00 001 0 0 01 00 0 1
00 0 10 01 10 00 1 o0
P=|0010 0| , P= , Pyl=
01 00 01 -1 0
0 1000 1 0 00 1 0 0 O
10 0 0 O
Quindi

-2 -1 1 0 3
-3 3 4 4 6
2 -1 -3 0 -5
0 1 1 0 1

b) La matrice A & equivalente per trasformazioni elementari sulle righe a

100 -1 -1
01 0 1/4 —1/4
001 2 1
000 0 0



In particolare il rango di A & 3 e una base del nucleo &

1 1
—1/4 1/4
( —2 ) -1 )
1 0
0 1

¢) La matrice A & equivalente per trasformazioni elementari sulle colonne alla matrice

1 0
0 1
0 0
-2 -1

A=

-0 O

Si conferma che il rango della matrice ¢ 3. Una base dello spazio immagine di f € data dalle colonne di
A’ e la sua equazione cartesiana ¢

X1 1 0 0
x 0 1 0

det xz 0 01 =2r1+x9—23+24=0.
gy —2 -1 1

d) Si ha rango(f) + null(f) = 3+ 2 = 5, dimensione del dominio.

Esercizio 2. Nello spazio affine euclideo R? con coordinate ortogonali (z,, z), siano
mix—y+z=1 e wiz+y+z=2,
due piani.

a) (3pt) Scegliere a,b € R in modo che il vettore (0,a,1) sia parallelo a 7 e il vettore (2,1,b) sia
parallelo a 7’.

b) (6pt) Per gli a,b ottenuti, determinare un vettore v avente proiezione ortogonale su m eguale a
(0,a,1) e proiezione ortogonale su 7’ parallela a (2,1,b).

a) Un vettore normale a 7w ¢ (1, —1,1) mentre uno normale a 7" ¢ (1,1,1). Allora perché (0,a,1) sia
parallelo a 7 deve essere (1,—1,1)-(0,a,1) = 0 e cioé a = 1. Invece perché (2, 1,b) sia parallelo a 7’ deve
essere (1,1,1)-(2,1,b) =0, e cioe b = —3.

b) 11 vettore v deve soddisfare alle condizioni

v=(0,1,1) — A(1,=1,1) = u(2,1,-3) + v(1,1,1)

per qualche A, u, v € R. Difatti, la prima dice che la proiezione ortogonale di v su 7 & proprio (0,a,1) =
(0,1, 1), mentre la seconda dice che la proiezione ortogonale di v su 7’ & un multiplo di (cio¢ & parallela
a) (2,1,b) = (2,1, —3). Si ottiene il sistema

1 2 1 A 0
-1 1 1 uwl=11],
1 -3 1 v 1
che ammette 'unica soluzione
A 1 4 -5 1 0 —2/5
v O\2 5 3/ \u «

Dunque
v=(0,1,1)+2/5(1,-1,1) = (2/5,3/5,7/5) .



Esercizio 3. Sia A una matrice quadrata in Myx4(R) con 12 coefficienti = 0 e i rimanenti 4 eguali a
2,3,4,5.

a) (3pt) Che valori puo assumere il determinante di A?
b) (5pt) Quante sono le matrici invertibili A del tipo sopra descritto?

a) Il determinante di A ¢ 0 a meno che le cifre 2,3,4,5 non siano distribuite esattamente una in ogni
colonna e una in ogni riga. Quindi le matrici a determinante non nullo sono fatte come le matrici delle
permutazioni 4 oggetti, eccetto che al posto di 1 c¢’e¢ una delle cifre 2,3,4,5. Il determinante di una tale
matrice € £2-3-4-5 = £120.

b) Le matrici invertibili sono quelle a determinante non nullo. Per contare quante sono, si possono prima
contare le matrici che hanno esattamente una cifra 1 in ogni riga e in ogni colonna, e tutte cifre 0 altrove.
Queste sono tante quante le permutazioni di 4 oggetti, cioe 4! = 24. Pero noi, per ogni data matrice di
permutazione, possiamo inserire 4 valori diversi (e cioe 2,3,4,5) in ogni casella dove c’® 1. Questo lo si
pud ancora fare in 4! = 24 modi diversi. Dunque in tutto le matrici invertibili del tipo richiesto sono 242.



