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Esercizio 1. Nello spazio vettoriale R* con coordinate (z,y, z,w) rispetto alla base canonica, si consi-
derino i due sottospazi

U:{x + oy . + w - 8 ., V:{(0,1,0,—1),(2,2,1,0), (0,1,—1,0)) .

a) (2pt) Determinare la dimensione di U e di V.

Si ha dim U = 2 poiche le due equazioni non sono proporzionali. Si ha dim V' = 3 poiche i 3 vettori
generatori sono l.i. come si vede subito procedendo tramite operazioni elementari sulle righe della

matrice
01 0 -1
2 2 1 0
01 -1 0

b) (2pt) Determinare una base di U NV.

Conviene esprimere il generico vettore di V nella forma (2b,a + 2b + ¢,b — ¢, —a), per a,b,c € R.
Allora la condizione che questo vettore appartenga a U da b = ¢ =0 (e a qualunque). Dunque

Unv ={0,1,0,-1)) .
¢) (2pt) Determinare delle decomposizioni
R=(U+V)eW , U=SeoUnV), V=TaeUNV),

esplicitando una base di W, di S ediT.
Si ha W = (0), Per completare {(0,1,0,—1)} in una base di V, si risolve il sistema

r + y + w = 0
U: z = 0
w = 0

che certamente da un vettore di U non proporzionale a (0,1,0,—1), precisamente (1,—1,0,0).
Dunque S = ((1,—1,0,0)). Poi si vede subito che T' = ((2,2,1,0), (0,1, —1,0)).

d) (2pt) Determinare i valori di ¢ per cui esiste una applicazione lineare f : R* — R? tale che U C ker f
e che

f(oalvovfl):(t+1ﬂ0) ) f(27231a0):(t30) ) f(O,l,—l,O):(O,l—t).

L’unica condizione a cui deve soddisfare ¢ & che f(0,1,0,—1) = (0,0), cio¢ deve essere t = —1.



e)

(3pt) Dare la rappresentazione matriciale, rispetto alle basi canoniche di R* e di R?, delle applica-
zioni lineari f determinate nel punto precedente.

La f ¢ rappresentata dalla matrice A € Myx4(R),

_ Q. Gz Q3 Q4
A_<51 B2 Bs 54)’

tale che
1 0 2 0
4] 11 o2 _(0 0 -1 0)
0 0 1 -1 0 0 0 2 ’
0O -1 0 O

Con un po’ di fatica (si tratta di risolvere un sistema lineare di 8 equazioni nelle 8 incognite
a1, o, Az, oy, 81, B2, B3, B4, che sono gli 8 coefficienti di A. In realta pero si tratta di 2 sistemi di 4
equazioni in 4 incognite (uno nelle a e uno nelle 3) da risolvere separatamente. Si usa il metodo di
eliminazione di Gauss, per esempio.) si trova che

( -1/5 —1/5 —1/5 —1/5
A—( 2/5  2/5 —8/5 2/5 )

Esercizio 2. Nello spazio euclideo R? con coordinate ortogonali (z,v, 2), si considerino le due rette 7 e
s di equazioni

a)

r.x + z = 2 s_gc = 2
' Y = 2 77 Yy + z = b

(3pt) Determinare ’equazione del piano o per s parallelo a r.

Un vettore non nullo parallelo alla retta r ¢ @ = (1,0, —1). Il piano generico per s ha equazione
Mo =2)+puy+2-5)=0,
e cioe
AT+ py + pz =22+ 54,
al variare di A e g in R. L’unico (a meno di proporzionalita) vettore perpendicolare a tale piano
¢ il vettore (A, u, u). Perche questo piano sia parallelo a r deve essere (A, u, 1) L (1,0,—1), e cioe
(A p) = (1,1). 1l piano o & allora
crx+y+z="7.
(3pt) Determinare la distanza di r da s.
Un vettore non nullo parallelo alla retta s € ¥ = (0,1, —1). Allora scriviamo sia r che s in equazioni
parametriche
r={P,:=(1,2,1)+a(1,0,-1), a e R}, s={Qp:=(2,3,2)+b(0,1,-1) , be R}

La formula per il calcolo della distanza tra r e s ¢

@9 (Q-P) _ 3 _
|@ x o \/57\/g




¢) (3pt) Determinare I’equazione della retta ¢ incidente sia r che s e perpendicolare ad entrambe.
Dobbiamo scegliere a,b € R in modo che il vettore
Qy—P,=(1-a,1+b,1-b+a),
sia ortogonale sia a (1,0, —1) che a (0,1, —1). Dunque deve essere
l—a + — (1=b+a) = 0
146 — (1-b+a) = 0’

cioe (a,b) = (0,0). Quindi la retta £ & la congiungente Py e Q9. Questo conferma che la distanza
di r da s coincide con la distanza di Py da Qo, che & appunto /3.

Esercizio 3. Nel piano euclideo standard R? con coordinate ortogonali (x,%), si consideri la conica di
equazione

Q522 — 4% —6V3ry — (4+8V3)x + (8 —4V3)y +8=0.
a) (1pt) Si scriva la matrice A della conica nelle coordinate (x, y).

La matrice ¢

8 243 4-2V3
A= —2-43 5 _3V3 eA'( 35\/3 _3\1/§>
4-2V3 —3V3 -1 B B

b) (3pt) Di che tipo di conica si tratta? Si determini una rotazione

P(if):(j) con PeO"(2,R),

in modo che 'equazione di Q nelle coordinate (X,Y") non contenga il termine in XY

Gli autovalori di A’ sono 8 e —4 e i corrispondenti autovettori normalizzati sono
V3/2\ | 1/2
—1/2 Vv3/2 )

PZ(fZ %/2)

tun (8 0
par= (5 0.

c¢) (2pt) Si scriva la matrice B di Q nelle coordinate (X,Y).

La matrice ¢

Dunque

soddisfa

8§ -8 —4
B=| -8 8 0
-4 0 -4

d) (2pt) Traslare le coordinate (u,v) = (X —a,Y — b) in modo che I'equazione di Q nelle coordinate
ortogonali (u,v) sia in forma canonica.

Si prende (a,b) = (1, —1) cosicché I'equazione della conica diviene

—2ul4+?=1.



e) (3pt) Determinare eventuali centro, asintoti e assi di @ nelle originarie coordinate (z,y).

11 centro & (u,v) = (0,0), cioe (X,Y) = (1,—1). Quindi, in coordinate (z,y) il centro &

(8 ) () (255
—1/2 /3/2 -1 =13
Gli asintoti sono v = +v2u e dunque Y + 1 = £v/2 (X — 1), e cioe

1 3 3 1
§x+§y+1:ﬂ:\@(§x75y71).

Gliassisono X =1eY = —1 e cioe

3 1 1 3
ix—*y=1 e fq:—s—gy:—l.

Esercizio 4. (Domanda per l’orale) Cos’® un campo C = (C,+,-)? Cos’e uno spazio vettoriale
V = (V,+,") sul campo C? Dimostrare che se V' & uno spazio vettoriale su C, 0¢ - v = Oy, per ogni
v € V. Dimostrare che (—1¢) v = —v, per ogni v € V.

Esercizio 5. (Domanda per l’orale) Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su R e siano U
e W suoi sottospazi. Quand’e che una applicazione lineare f : V — V & la proiezione di V. su W lungo
U? Che forma ha la matrice di una tale proiezione rispetto a una base di V' formata giustapponendo una
base di W a una base di U?

Mostrare che una applicazione lineare f : V — V tale che f? = f & certamente la proiezione di V su un
suo sottospazio U lungo un altro sottospazio W. Come stanno in relazione U e W con f?



