CAPITOLO 4

Spazi vettoriali

1. Definizione di spazio vettoriale

EseMPIO 4.1. In questo capitolo considereremo R”, 'insieme di n-tuple

T
X2

Ln

Spesso penseremo a questi elementi come delle matrici n x 1 a valori reali. Nel
Capitolo 2 abbiamo introdotto due operazioni che possiamo utilizzare in questo
caso particolare. La somma di due elementi di R"™ ¢ definita da

1 Y1 1+ Y1
P Y2 T2 + Y2
+1 .| = .
T, Yn T + Yn
e il prodotto con uno scalare ¢ dato da
X1 )\1‘1
o /\1‘2
A = .
Ty AT,
Inoltre esiste ’elemento 0 dato da
0
0
%
0:=1.
0

e Per ogni u,v,w € R"sihav+w=w+v, u+ (v+w) = (ut+v)+
v+ 0 = v ed esiste un elegento —v € R™ tali che v+(—v) = (—v)4v =
(Per gli interessati (R™, 0') ¢ un gruppo abeliano)

w,
0

)

e Per la seconda operazione abbiamo A(uv) = (Au)v; Ov = f ; v = v
(—1)v = —v.
e Inoltre abbiamo (A + p)v = Av + pv e A(v + w) = Iv + lw.
Uno spazio vettoriale & un insieme che soddisfa tutte queste properieta. Diamo
ora la definizione precisa di questa struttura che sara il cardine del corso.
Per motivi che saranno chiariti pitt avanti, vogliamo innanzitutto introdurre la
nozione di campo.

DEFINIZIONE 4.2. Un campo (K, +,-) consiste di un insieme K e due operazioni
+:KxK— Ke-: KxK— K che soddisfano
(1) Per ogni a,b € K abbiamo a +b="b+ a.
(2) Per ogni a,b,c € K abbiamo a+ (b+¢) = (a+b) +c.
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w

Esiste un elemento 0 € K tali che per ognia € K valea+0=04a = a.
Per ogni a € K esiste un elemento (—a) t.c. a+ (—a) = (—a) +a =0.
Per ogni a,b € K abbiamo a-b=10-a.

Per ogni a,b,c € K abbiamo a-(b-¢) = (a-b) - c.

Esiste un elemento 1 € K tale che perognia € K valea-1=1-a =a.
Per ogni a € K \ {0} esiste un elemento a~* tale che a-a~! Lia=1.
Per ogni a,b,c € K abbiamo (a+b)-c=a-c+b-c.

=~

0

=a

9

,\,—\,—\,.\,_\,.\,.\
N T

ESEMPIO 4.3. I numeri reali R sono un campo. Anche Q = {¢ [ a,b € Z,b # 0}
e un campo. Gli interi Z non sono un campo. Per esempio non esiste un a € Z tale
che 2a = 1, cosi la penultima condizione non & soddisfatta.

Nel corso di analisi verra introdotto il campo dei numeri complessi C. I numeri
complessi sono numeri della forma a+ bi con a,b € R. L’elemento 7 non appartiene
a R e soddisfa i = —1. Quindi I’equazione 22 = —4 ha soluzioni in C, ma non in
R.

EsempPIO 4.4. Un’altra costruzione di campo e la seguente. Prendiamo un
numero primo p. Definiamo Z/pZ 'insieme {0,1,...,p — 1}.

La somma di a+b ¢ ¢, dove ¢ ¢ il resto della divisione di a+b per p. Similmente,
a-b ¢ il resto della divisione di ab per p.

Quindi vale 2 -4 = 3 in Z/5Z.

OSSERVAZIONE 4.5. Un campo K & un insieme con le quattro operazione di
base dell’aritmetica (sommare, sottrarre, moltiplicare e dividere per un elemento
nonzero). In particolare, se prendiamo una matrice con elementi in K, possiamo
definire operazioni elementari sulle righe. Inoltre, si controlla facilmente che ogni
passo del procedimento di Gauf} & definito su K. Quindi se prendiamo una matrice
dove tutti gli elementi sono numeri razionali, allora esiste anche una forma a scala
dove gli elementi sono numeri razionali.

OSSERVAZIONE 4.6. Similmente, possiamo definire matrici m X n con elementi
in K. Si controlla che le regole di calcolo usano solo le poperieta della definizione
di un campo, quindi valgono per matrici su un qualsiasi campo. Indichiamo con
M, n(K) Uinsieme delle matrici m X n con elementi in K.

OSSERVAZIONE 4.7. Piu avanti nel corso utilizzeremo la flessibilita di poter
scegliere il campo su cui definire i nostri oggetti. In questa prima parte, per facilitare
un primo approccio, si puo quasi sempre pensare al caso in cui K = R.

Fissiamo adesso un campo K.

DEFINIZIONE 4.8. Uno spazio vettoriale V sul campo K & un insieme V, i cui
elementi si chiamano wvettori, dotato di due operazioni, +: V' x V — V (somma di
. . -
vettori) e - : K x V' — V (prodotto con uno scalare), tale che esiste uno 0 € V
(vettore nullo) con le properieta che per ogni u,v,w € Ve A\, u € K vale

1) u+ (v+w)=(u+v)+w.
2) v+ gz w_)—I— V.
3) v+ 0=0+v=0

%
4) esiste un vettore —v € V tale che v + (—v) = 0.

(2)

3)

(4)

(5) Alp-v) = (Ap) - v,
(6) 1-v=n.

() A +p)-v=XAv+pu-v.
8) M-(u+v)=A-ut+A-v.

Per A € K,v € V scriviamo di solito Av per indicare \ - v.
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EseMPIO 4.9. Un esempio di spazio vettoriale ¢ R™ con il prodotto e la somma
definiti sopra.
Un altro esempio e

air a2 ... Qin
a21 as2 e a2n

Mm,n(R) = . . . . a11, -+, 0mn €eR )
Am1 Am2 e Amn,

dove la somme e il prodotto scalare sono definiti come nel Capitolo 2.
Un esempio piu complicato ¢ lo spazio dei polinomi, vedi Esempio 4.26.

EsSEMPIO 4.10. Per qualsiasi campo K esiste lo spazio vettoriale K", dove i
vettori sono
ay
a2

an
con ay,...,a, € K. La somma di vettori e prodotto con scalare sono definiti come
nel caso di R™.
EsSEMPIO 4.11. Sia adesso
V={f:R—R}

Iinsieme di tutte le funzioni da R in R. Allora V' & uno spazio vettoriale. Se f, g
sono funzioni, definiamo la somma f + ¢ : R — R usando

(f+9)(@) = f(2) +g(x)
e per A € R, f € V si definisce
(Af)(@) = Af ().
LEMMA 4.12. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K allora per ogniv € V

e X € K wvale

1) 0-v=

(1) 0-v:

(2) A- 0 =

(3) (1) -v=—v.
(4) Xcv=10 implica)\:Oov:ﬁ,

i

<X}

DIMOSTRAZIONE. Per il primo punto notiamo che
0-v=(0+4+0)-v=0-v+0-v
quindi 6> = 0-v. (La prima uguaglianza usa che in un campo vale 0 + 0 = 0; la

seconda uguaglianza usa la properita (7) della definizione di spazio vettoriale)
Per il secondo punto abbiamo

AT =2 (0+0)=A-0+r-0.

- =
equindi A- 0 = 0. (Qua si usano le properieta (3) e (8) della definizione di spazio
vettoriale.)

Per il terzo punto abbiamo

v+(—1)~v:(1+(71))~v:()~v:6>

(Qua si usa la properita (7) della definizione di spazio vettoriale e il primo punto
di questo lemma)
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Finalmente, se A -v = 6> e A # 0 allora

e segue la quarta poperieta. O

DEFINIZIONE 4.13. Sia V' uno spazio vettoriale su K. Un sottoinsieme W C V
& un sottospazio vettoriale di V se
(1) W non & vuoto,
(2) per ogni v,w € W abbiamo v+ w € W,
(3) per ogni A € K, v € W abbiamo Aw € W.

PROPOSIZIONE 4.14. Sia V wuno spazio vettoriale su K, W un sottospazio
vettoriale di V', allora W é uno spazio vettoriale.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione W ha le due operazioni + e -.

La prima cosa da controllare € che 0 € W. Dal fatto che W & non vuoto
segue che possiamo prendere un w € W. Dalla definizione di sottospazio segue che
(—1) -w € W. Dal Lemma precedente segue che (—1) - w = —w. Cioe w,—w € W.
Dalla definizione di sottospazio segue adesso che w + (—w) € W, ciog ﬁ ew.

Delle otto condizione della Definizione 4.8 sette sono soddisfatte automatica-
mente. L’unica a non essere automatica ¢ la quattro (per ogni w € W vale che
anche —w € W), che abbiamo appena mostrato. O

OSSERVAZIONE 4.15. La dimostrazione mostra che se W & nog—)vuoto e soddisfa
le properieta (2) e (3) della definizione di sottosapzio, allora 0 € W. Quindi
possiamo anche definire un sottospazio vettoriale come un sottoinsieme W C V
tale che

1) 0 ew.
(2) Per ogni v,w € W abbiamo v +w € W
(3) Per ogni A € K, v € W abbiamo Aw € W.

ESEMPIO 4.16. Siano m,n interi, A una matrice m x n. Allora Sol(A, ﬁ) ¢ un
sottospazio di R™:

Da Aﬁ = ﬁ segue che ﬁ € Sol(A, ﬁ), in particolare non ¢ vuoto. Se v,w €
Sol(A4, ﬁ) allora Av = 0 e Aw = 0. Usando le regole di calcolo per le matrici
troviamo

A(v 4+ w) —Av+Aw=0+0=70.

Quindi v + w € Sol(A4, 6)) In modo simile, se A € K allora
AQW) = MAv) = A0 = 0
e \v € Sol(4, 0).
]iimportantg notge che, se cgnsideriamo il caso dello spazio Sol(A4,b) con
b 0, allora A0 = 0 # b, cioe 0 & Sol(A,b). Dalla proprieta che ogni spazio
vettoriale contiene ﬁ segue adesso che Sol(A,b) non & un sottospazio vettoriale.

ESEMPIO 4.17. L’esempio precedente ci ha mostrato quando un insieme di solu-
zioni di un sistema di equazioni lineari € un sottospazio. Un sistema di disuguaglian-
ze non & quasi mai un sottospazio. Per esempio, prendiamo U = {(z1,z2) € R? |
x1 > 0,29 > 0}. Allora ﬁ € U, e per ogni v,w € U abbiamo che v+w € U. Invece,
(1,0) € U, ma —(1,0) = (—1,0) ¢ U e per questo motivo non & un sottospazio.

EsEmPIO 4.18. Sia V' = {f : R — R} lo spazio vettoriale delle funzioni R — R.
Sia V. il sottoinsieme di funzioni continue. Dal fatto che le funzioni constanti sono
continue troviamo che V. # . Inoltre la somma di due funzioni continue & continua
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e il prodotto di una funzione continua con una constante ¢ continua. (Vedi le lezioni
di Analisi.) Quindi V. & un sottospazio.

2. Generatori di uno spazio vettoriale

Consideriamo ora un insieme S C V. Vogliamo trovare il sottospazio W C V
piu piccolo di V' che contiene S.

DEFINIZIONE 4.19. Sia V uno spazio vettoriale e vy,...,v, € V. Un vettore
v €V & una combinazione lineare di vy, ..., v, se esistono A1,..., A, tali che

v=Av1 + -+ Ay

EsempIO 4.20. Ogni vettore

T
o | € R3
3
€ una combinazione lineare di
1 0 0
0],{1] e |0
0 0 1
Si puo scrivere:
1 1 0 0
To | =21 |0 +a22| 1) +23]0
T3 0 0 1

Ogni
() <
T2
¢ una combinazione lineare di (1,1)% e (1, —1)T:
T _x1+x2 1 +.’L‘1—.’L‘2 1
To) 2 1 2 -1

Il vettore (4,1,1)” non ¢ una combinazione lineare di (1,—1,2)7 e (3,1, —-1)7.
Se fosse una combinazione lineare allora esisterebbero A1, Ay € R tali che

4 1 3
1= -1]+X|1
1 2 -1
Scriviamo il sistema di equazioni lineari associato a questo problema:
AM+3h = 4
“A1t+A =1
201 — X = 1

Questo sistema non ha soluzioni.

DEFINIZIONE 4.21. Sia V uno spazio vettoriale, S C V un sottoinsieme. De-
finiamo lo span di S come l'insieme di tutte le combinazioni lineari di elementi di

S:
span(S) = {\v1 + -+ X\vp |7 € Zso, M1, A € Kug, .. 0 € ST

_>
Se S = () definiamo che span(S) = {0 }.
Diciamo che uno spazio vettoriale V' & generato da S se V = span(S) e chia-
miamo gli elementi di S generatori di V.

PROPOSIZIONE 4.22. Sia V uno spazio vettoriale, S C V un sottoinsieme.
Allora span(S) ¢ il sottospazio di V' piu piccolo che contiene S.
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DIMOSTRAZIONE. Se S = ) allora span(S) = {ﬁ} In questo caso span(S) ¢
un sottospazio, e dato che ogni spazio vettoriale contiene 0, allora e il piu piccolo.

Se S non ¢ vuoto, allora S C span(S) e quindi span(S) non & vuoto. Se
v, w € span(S) allora possiamo scrivere

V=01 AU, W= W+ fsWs
Con vy, ...,0s, W1y, Wpr €S, Ayeeey Apy i1, ..., s € K. Allora
vt w=A\u1+ -+ AN+ pwr + o+ fsws
¢ anche una combinazione lineare di elementi di S e v + w € span(S). Simile per
t € K troviamo
to =t(Aor + -+ Nop) = (Ao + -+ (N0

ed anche tv & una combinazione lineare di elementi di S. Cioe S & un sottospazio
vettoriale di V.
Rimane da mostrare che span(S) ¢ il sottospazio pit piccolo che contiene S.
Sia W un sottospazio di V tale che S C W. Allora, dalla definizione di spazio
vettoriale segue che, se un vettore v € W, allora anche tutti i suoi multipli sono
in W, ed anche tutte le somme (finite) di elementi sono in W. In particolare, se
S C W allora tutte le combinazioni lineari di elementi di S sono in W. Quindi

span(S) C W. O
OSSERVAZIONE 4.23. Nel caso in cui S = {v1,...,v,} sia un insieme finito,
scriviamo
span(vy, ..., v,)

per span(S). In questo caso abbiamo
span(vy,...,vp) = { Ao+ -+ Ny | Ay A € K}
(Quindi non ¢’¢ pit la necessita di variare r e i vettori di S.)

DEFINIZIONE 4.24. Uno spazio vettoriale V' e detto finitamente generato se
esiste un insieme finito S tale che

span(S) = V.
EsEmPIO 4.25. Lo spazio R™ ¢ finitamente generato. Prendiamo i vettori
1 0 0
0 1 0
0 0 0
€1 = . , €0 = . R & .
0 0 0
0 0 1
Allora ogni v = (x1,...,2,)T € R" si pud scrivere come

VvV =2x1€1 +2T2e2 + -+ Tpe,.
Quindi span(ey,...,e,) = R™.

ESEMPIO 4.26. Per un intero non-negativo definiamo lo spazio vettoriale R[z]<g4
dei polinomi di grado al massimo d con coefficienti reali. Come insieme abbiamo

Riz]<q = {ap + a1z + aga® + azz® + - + aqz? | ap, ..., aq € R}
La somma di due polinomi & definita da

(ap+arz+--+agr®)+(bo+biz+- - +bgx?) = (ag+bo)+(a1+b1)z+- -+ (ag+bg)z?
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(¢ importante notare che il simbolo + ha tre significati, come somma “formale” in
Rlz], come somma di due elementi di R[z] e come somma in R.) Il prodotto con
uno scalare ¢ definito da

)\(GO 4ot adxd) = ()\ao) + (/\al)x + -+ (/\ad)xd

Possiamo considerare R[z]<4 come sottoinsieme di R[z]<. per ogni e > d.
Definiamo R[z] come lo spazio vettoriale di tutti i polinomi. Quindi

R[x}:{ao+a1x+a2x2—|—a3x3+---+adazd|d6Z20a0,...,ad6R,ad7éO}.

Allora R[z]<q = span(1,z,22,...,2%) ed & finitamente generato, R[z], invece, non
¢ finitamente generato.

Ricapitolando, fino ad ora abbiamo visto che cosa significa span(.9), e la nozione
di spazi finitamente generati.

EsEmpIO 4.27. Sia V =span((1,1,1),(1,2,0)). Allora V' ¢ lo spazio vettoriale
di combinazioni lineari di (1,1,1) e (1,2,0). In particolare (2,3,1) € V. Prendiamo
adesso V/ = span((1,1,1),(1,2,0),(2,3,1)). Adesso V' & lo spazio vettoriale pit
piccolo che contiene (1,1,1),(1,2,0) e (2,3,1). Dal fatto che V contiene questi
tre vettori segure che V' C V. Allo stesso tempo abbiamo che S C S’ allora
span(S) C span(S’). In questo modo otteniamo che V C V' e quindi V = V".

3. Dipendenza e indipendenza lineare

Siamo adesso interessati ad identificare gli insiemi piu piccoli che possano
generare uno spazio vettoriale.

DEFINIZIONE 4.28. Sia V' uno spazio vettoriale e S C V' un sottoinsieme. Di-
ciamo che S & linearmente dipendente se esistono vy, ..., v, € S (distinti) e numeri
A1, ..., A\ tali che IR

Avr+ o+ Ao, = 0
e per almeno un 4 abbiamo \; # 0.
Diciamo che S ¢ linearmente indipendente se S non ¢ linearmente dipendente.

EsEmPpIO 4.29. I vettori (1,1,1) e (1,2,0) sono linearmente indipendenti:
)\1(13 17 1) + )‘2(13 27 0) = (07 Oa O)
¢ equivalente al sistema
A+ =
A +2N =
Ay =
L’unica soluzione di questo sistema € \; = Ay = 0.
Consideriamo invece i vettori (1,1,1), (1,2,0) e (2,3,1). Allora questi sono
linearmente dipendenti:

1-(1,1,1) + 1-(1,2,0) + (~1) - (2,3,1) = (0,0,0)

o O O

_>
EsemMPI1O 4.30. Se S contiene 0 allora S ¢ linearmente dipendente:
1.0=10

ESEMPIO 4.31. Se S = {v1,v2} consiste di due vettori non nulli, allora v e v,
sono linearmente dipendenti se e solo se uno ¢ un multiplo dell’altro:

A1v1 + Agug = 6>

Segue che se A\; # 0 allora

— — ..
Invece, se \; =0, allora Ay # 0 e vy = % 0 = 0, una contraddizione.
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EsempPio 4.32. 1 vettori eq,...,e, in R" sono linearmente indipendenti:
A

)\161 + )\262 +... )\nen =

II vettore a destra e il vettore nullo se e solo se Ay = Ao =--- = )\,, = 0.

PROPOSIZIONE 4.33. Sia V' uno spazio vettoriale, S C V un sottoinsieme.
Allora S ¢ linearmente dipendente se e solo se esiste un vettore v € S che é una
combinazione lineare di vettori in S\ {v}.

DIMOSTRAZIONE. Se S ¢ linearmente dipendente allora esistono vettori distinti
v1,...,0, €5 tali che
A1+ Apvp 26).
Almeno uno dei A; non & zero. Dopo una rinumerazione possiamo assumere che

Ar # 0. Allora
—A1 —Ar—1
U ..
W
Quindi v, & una combinazione lineare di v1,...,v,—1 € S\ {v;}.
Se v € S ¢ un vettore che ¢ una combinazione lineare di vettori di S\ {v},

allora esistono vettori v1,...,v,_1 e numeri Ay,...,\._1 € K tali che

Uy =

vV=Av1 4+ A1
Quindi R
)\1U1+"'+)\7‘,1’U7-,1—U: 0.
O

PROPOSIZIONE 4.34. Sia S = {vi,...,v.} C V un insieme finito. Allora
S ¢ linearmente indipendente se e solo se per ogni v € span(S) esistono unici
ALy ...y Ar € K tali che
V=AU + -+ A

DIMOSTRAZIONE. Assumiamo che S sia linearmente indipendente, prendiamo
v € span(S). Allora esistono A1,..., A, € K tali che
V=AU + -+ Ay
Se questi A\; non sono unici, allora esistono p1, ..., u, € K tali che
V=101 + o+ e Up.
Allora
%
0 = v—vw
= (Avr+ -+ Avr) = (pave + -+ prvr)
= M —p)vi+-+ (A — p)vr
Dal fatto che vy, ..., v, sono linearmente indipendenti segue che tutti i coeflicienti
sono zero, cioe
A—pr =0, g —p2 =0, ..., A\ — iy
In particolare \; = p; per ¢ =1,...,7 e quindi la combinazione & unica.
Assumiamo adesso che ogni vettore in span(S) si possa scrivere in modo unico
come combinazione lineare dei vettori di S. Dal fatto che 0 € span(S) segue che
¢’@ un’unica combinazione lineare A\jv; + -+ + A\v,. uguale a 0. Ma \; = --- =
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Ar = 0 ci da una combinazione di questo tipo. In particolare S ¢ linearmente
indipendente. U

4. Base e dimensione

DEFINIZIONE 4.35. Sia V' uno spazio vettoriale. Diciamo che un sottoinsieme
B di V & una base se

(1) B e linearmente indipendente
(2) span(B) =V.

PROPOSIZIONE 4.36. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato, B una
base di V. Allora ogni vettore v di V' si puo scrivere in modo unico come combina-
zione lineare dei vettori di B.

DiMoOSTRAZIONE. Nella Proposizion 4.34 abbiamo mostrato che B € una base
di span(B) se e solo ogni vettore in span(B) si puo scrivere in modo unico come
combinazione lineare dei vettori di B. Quindi B & una base di V se e solo se
span(B) = V e ogni vettore in span(B) si pud scrivere in modo unico come combi-
nazione lineare dei vettori di B. Questa ultima affermazione ¢ equivalente al fatto
che ogni vettore v di V si possa scrivere in modo unico come combinazione lineare
dei vettori di B. (|

EseMPIO 4.37. Sia V' = R"™ e consideriamo B = {ej,...,e,}. Allora abbia-
mo gia visto che B genera V (Esempio 4.25) e che B & linearmente indipendente
(Esempio 4.32). Quindi B & una basa. La chiamiamo la base canonica di R™.

PROPOSIZIONE 4.38. Sia V' uno spazio vettoriale, B = {vy,...,v,} un sottoin-
sieme finito. Allora, le sequenti sono equivalenti:

(i) B ¢ una base.
(i) V = span(B) e per ogni i abbiamo che span(B \ {v;}) # V. (B é un sistema
minimale di generatori)
(1ii) B ¢ linearmente indipendente e per ogni v € V' \ B abbiamo che BU {v} ¢é
linearmente dipendente. (B & un insieme linearmente indipendente massima-

le)

DIMOSTRAZIONE. (i) = (ii). Se per un ¢ l'insieme B\ {v;} genera V, allora
v; € span(B\ {v;}). Dalla Proposizione 4.33 segue che in questo caso B deve essere
linearmente dipendente. Otteniamo quindi una contraddizione.

(74) = (4i9). Se B fosse linearmente dipendente allora esisterebbe un v; che &
una combinazione lineare degli altri v;. In particolare span(B) = span(B \ {v;}).
Questo contraddice le ipotesi span(B) =V e span(B \ {v;}) # V.

Sappiamo che V' = span(B). Prendiamo v € V \ B. Allora v deve es-
sere in span(B). Quindi v ¢ una combinazione lineare di vettori di B. Dalla
Proposizione 4.33 segue che B U {v} & linearmente dipendente.

(#4i) = (4). Supponiamo ora che B sia lineare indipendente. Dobbiamo mostra-
re che span(B) = V. Prendiamo v € V. Se v € B allora v € span(B) e abbiamo
finito. Altrimenti sappiamo che B U {v} & linearmente dipendente, cioé esistono
AL,y Apy o tali che

)\1v1—|—-~-+)\rvr+uv:6>.

Se =0 allora vy, ..., v, sono linearmente dipendenti. Ma abbiamo assunto che B
¢ linearmente indipendente. Allora p # 0, e

—-A
1;:711}1+...+7rvr_
H K

e v € span(B). Quindi V = span(B) e B & una base. O
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COROLLARIO 4.39 (Teorema della scelta della base). Sia S C V un insieme
finito di generatori di V. Allora S contiene una base di V. In particolare, ogni
spazio vettoriale finitamente generato possiede una base.

DIMOSTRAZIONE. Se S ¢ linearmente indipendente allora S ¢ per definizione
una base. Supponiamo allora che S sia linearmente dipendente, in particolare esiste
un v € S che ¢ una combinazione lineare di vettori in S\ {v}. Troviamo allora
facilmente che span(S) = span(S \ {v}). Dopo un numero finito di passi avremo
che S & vuoto oppure che S & linearmente indipendente. ]

In generale vale
TEOREMA 4.40. Ogni spazio vettoriale possiede una base.

OSSERVAZIONE 4.41. Per mostrare questo teorema si devono prima risolvere
un paio di problemi di fondamenti in matematica, che non vogliamo affrontare in
questo corso. Per dare un’idea:

Per uno spazio vettoriale si ha sempre che V' = span(V). Quindi il problema
¢ che cominciando con un insieme S tale che V = span(S) si deve trovare un
sottoinsieme B C S tale che span(B) = V e B ¢ linearmente indipendente. La
strategia applicata sopra (quando si trova un vettore v € S che & una combinazione
di vettori in S\ {v} e si continua con S’ = S\ {v} iterando fino ad ottenere
che nessuno dei vettori in S’ sia una combinazione degli altri) non & garantita
funzionare, perche si potrebbe dover togliere un numero infinito di vettori. Quindi
la domanda ¢ se ci sia un limite a questo procedimento. La risposta ¢ affermativa
e segue dal “lemma di Zorn”, che in pratica dice che sotto certe ipotesi si puo fare
questo tipo di procedimenti infiniti senza dover utilizzare nozioni problematiche
come “I'insieme di tutti gli insiemi”.

Ora presenteremo due risultati tecnici riguardanti il concetto di base.

LEMMA 4.42 (Lemma dello scambio). Sia V' uno spazio vettoriale finitamente
generato. Sia B = {v1,...,v,} una base e sia w = Ajv1 + -+ + A\yv,. Se A\ # 0
allora B' :={vy,...,04—1, W, V41, ..,Un} & un'altra base di V.

DIiMOSTRAZIONE. Dopo aver scambiato 'ordine in B possiamo assumere che
’ é.ominciamo col mostrare che B’ ¢ linearmente indipendente. Prendiamo
PW - o2 + - -+ UpUp :ﬁ.
Sostituendo w = A\jv1 + - -+ + A\, v, otteniamo
pAvr + (fiz + pA2)vs + (13 4+ A )vs + - - + (fn + An)vp = 0.
I v; sono linearmente indipendenti e quindi
PAL = po + pAg =0 = i + pAy, = 0.

Dalla prima equazione segue che pA; = 0. Abbiamo assunto che A; # 0 e quindi,
= 0. Sostituendolo troviamo

o= = pn =0
e che B’ ¢ linearmente indipendente.
Per mostrare che span(B’) = V, si nota che vs,...,v, € B’ se v; € span(B’)

allora troviamo che B C span(B’) e
V = span(B) C span(B’) C V
e quindi span(B’) = V. Adesso
1

v = —(w — )\2’[}2 — ... /\nvn)
A1
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e v, € span(B’). O
TEOREMA 4.43 (Teorema dello scambio di Steinnitz). Sia B = {v1,...,v,}
una base di uno spazio vettoriale V e siano wy, ..., wy linearmente indipendenti.
Allora
(1) k<ne

(2) si possono rinumerare i v; in modo che

{w17 ceey WEy Vi1, - - - 7U7L}
sta una base di V.

DIMOSTRAZIONE. Questo teorema si dimostra per induzione. Cioe iniziamo
mostrando il risultato nel caso k = 1. Poi mostreremo che, se il teorema vale per
k — 1, allora vale anche per k.

Per k =1 il risultato segue dal lemma precedente.

Adesso assumiamo il risultato per k£ — 1.

I vettori wy, ..., wy sono linearmente indipendenti. Allora anche wy, ..., wg_1
sono linearmente indipendenti. Sapendo che il risultato vale per k£ — 1, dopo una
rinumerazione degli v; troviamo che

B ={wi,..., W51,V ,0n}

€ una base di V.
Inoltre sappiamo per induzione che k — 1 < n. Se fosse k — 1 = n allora B* :=

{wi,...,wi_1} sarebbe una base di V. In particolare, wy € span(wy,...,wk_1).
Quindi {w1,...,wg} sono linearmente dipendenti (Proposizione 4.33). Questo
contraddice la nostra ipotesi su {wy,...,wi}. Quindik—1<nek <n.

Utilizzando 'ipotesi e il fatto che B’ ¢ una base di V si possono determinare
A1y . .., Ay tali che

W = AWy + -+ A1 Wh—1 + AV + -+ Aoy

Se A\; = 0 per ogni i € {k,...,n} allora wy, € span(wy,...,wi_1) che contraddice
I'indipendenza lineare.

Quindi A; # 0 per almeno un ¢ > k. Rinumerando i v; si puo assumere che
A # 0. Il lemma precedente ci dice che possiamo scambiare wy e v, e ottenere
nuovamente una base. Quindi

{wy, ., Wy Vg1, -+, Un b

¢ una base. O

COROLLARIO 4.44. Sia V wuno spazio vettoriale finitamente generato. Allora
ogni base di V' e finita.

DIMOSTRAZIONE. Se V ¢ finitamente generato, allora V possiede una base
finita. Sia {v1,...,v,} una base finita. Supponiamo ora che B’ sia una base infinita.
Possiamo allora determinare dei vettori wy,...,w,+1 € B’ che sono linearmente
indipendenti. Questo contraddice il Teorema dello scambio (Teorema 4.43). O

COROLLARIO 4.45. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato. Allora
ogni due basi di V' hanno lo stesso numero di elements.

DIMOSTRAZIONE. Siano B e B’ basi di V. Allora B e B’ sono finite. Scriviamo
B ={vi,...,v} and B' = {wy,...,w,}.

Usando che B ¢ linearmente indipendente e B’ una base troviamo k < n.

Usando che B’ ¢ linearmente indipendente e B una base troviamo n < k.
Quindi k£ = n. O
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DEFINIZIONE 4.46. Sia V uno spazio vettoriale allora dimV = oo se V non
¢ finitamente generato. Se V e finitamente generato allora dim V' e il numero di
vettori in una base di V.

EseEMPIO 4.47. La base canonica ¢ una base di R™. Quindi dim R"™ = n.

L’insieme {1,z,2%,...,2%} ¢ una base di R[z]<4. Quindi dim R[z]<q = d + 1.
Invece dim R[z] = oc.

Lo spazio vettoriale M, «,(R) ha dimensione mn.

TEOREMA 4.48 (Teorema di completamento ad una base). Sia V' wuno spazio
vettoriale finitamente generato, e siano wy,...,w, € V linearmente indipendenti.
Allora esistono wy41,...,w, €V tali che

B={wy,...,w,}
e una base di V.

DIMOSTRAZIONE. Sia S = {v1,...,v,} un insieme di generatori di V. Al-
lora segue dal teorema della scelta della base che S contiene una base B’ di
V. 1l teorema della scambio implica che si possono rinumerare i v; in modo che
{wy,...,wr,Vp41,...,0,} sia una base di V. O

PROPOSIZIONE 4.49. Sia V wuno spazio vettoriale finitamente generato di di-
mensione n. Sia S un insieme finito. Allora sono equivalenti

(1) S é una base;
(2) S ¢ linearmente indipendente e S é formato da n vettori;
(8) span(S) =V e S ¢ formato da n vettori.

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo con mostrare che (1) implica (2) e (3). Se S
¢ una base, allora S ha n elementi, ed & linearmente indipendente (cioe (2)) e
span(S) =V (cioe (3)).

Adesso dimostriamo P'implicazione (2) = (1). Sappiamo che S & linearmente
indipendente e ha n elementi. Dal teorema di completamento ad una base segue
che possiamo estendere S ad una base B. Dai fatti che ogni base ha n elementi e
S C B segua che S = B.

Per mostrare che il terzo punto implica il primo, notiamo che se span(S) =V
allora per il Teorema della scelta della base (Corollario 4.39) troviamo che S contiene
un sottoinsieme B che ¢ una base di V. Abbiamo visto che ogni base contiene n
elementi. Dal fatto che S ha n elementi segue che S = B e S & una base. (]

OSSERVAZIONE 4.50. Per completezza vogliamo ricordare che se S € una sistema
di generatori di V, allora S contiene una base di V' e quindi S ha almeno dim V'
elementi.

Similmente, il teorema dello scelta implica che ogni insieme linearmente indi-
pendente ha al massimo dim V' elementi.

PROPOSIZIONE 4.51. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e sia U
un sottospazio di V. Allora dimU < dim V. Inoltre, dimU = dimV se e solo se
U=V.

DIMOSTRAZIONE. Sia B una base di U. Allora B ¢ un sottoinsieme di V,
linearmente indipendente, quindi dal teorema dello scambio segue che B ha al
massimo dim V' elementi e

dimU = #B < dim V.

Se B ha precisamente dimV elementi allora B & anche una base di V per la
proposizione precedente e quindi V' = span(B) = U. ]
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5. Rango di una matrice

DEFINIZIONE 4.52. Sia A € M« (K). Allora le colonne di A sono vettori in
K™. Definiamo lo spazio delle colonne di A il sottospazio generato dalle colonne
di A. Similmente, possiamo considerare le righe come vettori in K™. Definiamo lo
spazio delle Tighe di A come il sottospazio generato dalle righe di A.

Chiamiamo il rango per colonne di A la dimensione dello spazio delle colonne
di A, e lo denotiamo rg, A. Chiamiamo il rango per righe di A la dimensione dello
spazio delle righe di A, e lo denotiamo rg, A.

a=(13 %)
Allora lo spazio delle colonne di A & generato da
(3)-G)- ()
4)7\5)7\6)"
Lo spazio delle righe ¢ di A generato da
(1 2 3),4 5 6)

Si controlla facilmente che entrambi gli spazi hanno dimensione 2.

EsEMPIO 4.53. Sia

Il primo risultato che vogliamo mostrare & che il rango per colonne di A & uguale
al rango per righe di A.

Cominciamo col mostrare 'effetto sullo spazio delle righe di una operazione
elementare sulle righe.

PROPOSIZIONE 4.54. Sia A una matrice m x n e sia A’ una matrice ottenuta

da A applicando una operazione elementare sulle righe, allora gli spazi delle righe
di A e di A" coincidono.

DIMOSTRAZIONE. Siano vi,..., v, le righe di A. E chiaro che scambiando
due vettori oppure moltiplicando un vettore con uno scalare, allora i due insiemi
generano lo stesso spazio vettoriale.

Per la terza operazione dobbiamo confrontare per A € K e 1 <i,j5 <m, i # j,
gli spazi vettoriali

Vi i=span(vi,...,0;,...,0),...,Uy) € Vo :=span(vi,...,v;, ..., 0 + Av;, ..., Un)

Dal fatto che v; + Av; € span(vi,...,v;,...,0;,...,0n), segue che Vo C Vi. Som-
mando adesso —\ volte la riga i di A’ sulla riga j di A’ troviamo una matrice A"
con spazio delle righe V3. Similmente come sopra troviamo che V3 C V. Adesso si
nota che A” = Aequindi V3=V, e

Vi=VsCcVoCWy
Cioe Vi e V5 coincidono. O

Per lo spazio delle colonne la situazione & piu complicata:

11
(1))
Se si somma la prima riga alla seconda si trova
, (11
a=(y ).
T

Lo spazio delle colonne di A & generato da (1,1)7 e quello di 4’ da (1,2)7.
particolare i due spazi sono diversi ma hanno la stessa dimensione.

EseEMPIO 4.55. Sia

In
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PROPOSIZIONE 4.56. Le operazioni elementari sulle righe di A non cambiano
la dimensione dello spazio delle colonne di A.

DIMOSTRAZIONE. Le operazioni sulle righe corrispondono a moltiplicare A a
sinistra con una matrice elementare.
Sia r il rango delle colonne di A. Dal Lemma della scelta della base segue che

ci sono colonne ¢y, ..., ¢, di A che sono linearmente indipendenti. Sia B la matrice
con colonne cy,...,Cp.

Sia F una matrice elementare. Le colonne della matrice EA che corrispondono
alle colonne ¢y, ..., ¢, di A sono esattamente le colonne di EB.

Una combinazione lineare delle colonne di EB equivale a trovare un vettore
v € K", tale che (EB).v = 0. In questo caso ET'EBv = ﬁ, e quindi Bv = 7.
Dal fatto che le colonne di B sono linearmente indipendenti segue che v = 6> e che
le colonne di E'B sono linearmente indipendenti. In particolare rg (A) < rg.(EA).
Anche la matrice E~! corrisponde anche ad una operazione sulle colonne e rg,(A4) =
1g.((E7 E)(A)) = rg (B~ (EA)) > rg (EA) > rg,(A). Quindi rg.(A) = rg (EA)
ed il rango e quindi invariante. O

PROPOSIZIONE 4.57. Sia A una matrice m X n. Allora il rango delle colonne
di A e il rango delle righe di A coincidono e sono uguali al numero di pivot di una
forma a scala di A.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che le operazioni elementari sulle righe non cam-
biano il rango delle colonne e il rango delle righe. Ci siamo cosi ridotti a calcolare
i ranghi per una matrice in forma a scala ridotta.

Sia r il numero di pivot. Allora lo spazio delle righe & generato da r vettori,
ed e chiaro che questi sono linearmente indipendenti. Utilizzando che abbiamo la
forma ridotta sappiamo che i vettori eq, ..., e, sono nello spazio delle colonne e il
rango delle colonne & almeno r. D’altro canto sappiamo che ogni colonna ha gli
ultimi n — r elementi uguali a zero, cioe lo spazio delle colonne & contenuto nello
spazio generato da eq, ..., e, ed il rango delle colonne ¢ al massimo r. Quindi anche
il rango delle colonne ¢ r. Il

In particolare da ora in poi denoteremo rg.(A) = rg,.(A) con rg(A) e lo chia-
meremo rango della matrice A.

COROLLARIO 4.58. Sia A una matrice m x n. Allora rg(A) = rg(AT).

DIMOSTRAZIONE. Si ricorda che lo spazio delle colonne di A & lo spazio delle
righe di AT, Quindi il rango delle colonne di A ¢ uguale a il rango delle righe di
AT e quindi il rango di A ¢ il rango di A”. O

EsSEMPIO 4.59. Sia

Allora
1 3 4 2 =2
0 2 -1 2 0
00 2 -6 0

o
o
o
o
o

¢ una forma a scala di A. (Vedi Esempio 1.13.) Quindi il rango di A & 3.
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6. Sottospazi di K™

Nell’esempio 4£>6 abbiamo mostrato che per ogni matrice A € M,,,«,,(K) l'in-
sieme V := Sol(4, 0) & un sottospazio di K™. Il sistema di equazioni associato ad
Ae

a1171 +apxa + - +apr, = 0

a21%1 + a22%2 + -+ agpx, = 0
(2)

Am1T1 + 01272 + - + Appx, = 0

Questo sistema viene detto un sistema di equazioni cartesiane per V.

Dare le equazioni cartesiane € un modo per rappresentare un sottospazio di K.
Un altro modo ¢ quello di dare equazioni parametriche. Vedremo che entrambe le
scritture sono utili in contesti diversi.

Dare equazioni parametriche per V e possibile quando V' & descritto come V =
span(vy,...,v,) con v; € K™ Allora

V:{tl’l)l-l-"'-l-tr’l)r |t1,...,tr GK}
Scriviamo adesso v; = (a4, a2i, . - ., am-)T. Allora possiamo scrivere V' come

tira11 +toai + - +traq,

trag1 + toagy + -+ - + trag,
V= . ti,to,...,t, € K

tlanl + t2an2 + -+ tlranr
ESEMPIO 4.60. Sia v =(1,2,2,1) e vg = (3,5,1,2). Allora V = span(vy,vs) &

t1 + 3to
2t1 + 5to
2ty + to
t1 + 2t

t1,t2 € R

6.1. Da equazioni parametriche a equazioni cartesiane. Se uno spazio
vettoriale ¢ dato in modo parametrico, allora ¢ possibile determinarne le equazioni
cartesiane. Scriviamo il sistema di equazioni

1 = tia +taai2 + - +trary

Ty = tiag1 +taa2 + - +trag,

Tyn = tirapy +toan2 + -+ tran,
Adesso si cerca di eliminare i ¢;, cioe, cerchiamo di risolvere prima per t1,...,t. e di
sostituire le soluzioni in modo che si rimanga solamente con equazioni in 1, ..., .

ESEMPIO 4.61. (cont.)

I = tl + 3t2
T2 = 2t1 + 5t2
r3 = 2t1 +1to
Ty = 1+ 2
La prima equazione da t; = x1 — 3t5. Sostituendo questo da
tl = T — 3t2
X9 = 2131 — tz
r3 = 21}1 — 5t2

ry = w1 —t2
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La seconda equazione da to = 2x1 — xo. Sostituendo questo nelle ultime due
equazioni otteniamo
r3 = —8x1+ 519
{ Ty = —T1+ T2

Quindi 8z — bxo + x3 = 1 — x2 + x4 = 0 € un sistema di equazioni cartesiane di

V.

Una riformulazione di questa idea piu strutturata e la seguente. Cominciamo
con

tiv) +tove + -+ 1,0, =2

dove x = (x1,...,2,)T. Adesso possiamo riscrivere il sistema
%
tlvl +t21)2+"'+t7~1)r—.’£: 0.

Questo € un sistema di equazioni lineari in ¢4,...,¢.,z1,...,T,. Si controlla facil-
mente che la matrice dei coefficienti di questo sistema e

(o1 v ..o v —I)

Risulta quindi che le prime r colonne sono i v; e le ultime n colonne sono la matrice
—I,. Sia A’ una forma a scala di A. Nelle prime righe si troveranno i pivot
in colonne che corrispondono ai ¢;. Le corrispondenti equazioni esprimono t¢; in
funzione dei t; con j > i e gli x;. Si controlla facilmente che i numero di equazioni
di questo tipo € uguale a dim V.

Le ultime righe, hanno i pivot in colonne che corrispondono agli x;. Queste
equazioni daranno le equazioni cartesiane per V. Nel prossimo capitolo mostreremo
che si devono trovare n — dim V' equazioni di questo tipo.

In questo modo possiamo trovare delle equazioni cartesiane per un sottospazio
generato dai vettori vy,...v,.

Metodo alternativo

Se abbiamo una base B per uno sottospazio vettoriale V' di K™, sappiamo che
un qualsiasi vettore v € K™ & contenuto in V' se e solo se B U {v} ¢ linearmente
dipendente. Possiamo quindi determinare le equazioni del sottospazio V' imponendo
la dipendenza lineare di un generico vettore di K™ con gli elementi della base di V.
Vediamolo in un esempio.

ESEMPIO 4.62. (cont.) Sia v; = (1,2,2,1) e v = (3,5,1,2). Sia V =
span(vy,v2). Vogliamo imporre che un generico vettore v = (21, %2, x3,24) € K"
sia linearmente dipendente da vy, e vy. Questo equivale a richiedere che la matrice

U1
V2
v

abbia rango 2. In particolare otteniamo che

1 2 2 1
B=[3 5 1 2
Tr1 X9 T3 X4

ottenendo, dopo da riduzione in forma a scala,

1 2 2 1
B'=|0 -1 -5 -1
0 0 8r1—5xa+z3 T1—22+ 74
In particolare la matrice B’ ha rango 2 se e solo se 811 —5To+13 = T1—To+T4 =
0, ottenendo le stesse equazioni ricavate col metodo precedente.
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Esiste ovviamente anche la procedura inversa, cominciando con un sistema di
equazioni lineari che definiscono un sottospazio, da generatori (infatti da una base)
per lo spazio.

6.2. Da equazioni cartesiane a equazioni parametriche. Sia A la ma-
trice dei coefficienti delle sistema di equazioni cartesiani che definiscono V. Allora
possiamo trovare A’ una forma a scala ridotta. Se x;,,...,2; sono le incognite de-
terminate e x;,,...,x; sono le incognite libere allora possiamo scrivere il sistema

Ay = 6> in modo

Ty = bllzjl + b12$j2 =+ ... blkxjk
Ty = bglle + b22$j2 —+ ... bzklﬂjk
Xy, = brlle + b7>21:j2 —+ ... brkxjk
Per x;,,...,x;, possiamo scegliere parametri t1,...,%; e troviamo delle equazioni

parametriche.

ESEMPIO 4.63. Vogliamo trovare generatori per Sol(A4, ﬁ) con

1 3 4 2 =2
0 2 -1 2 0
-1 1 -4 —4 2
1 1 3 6 -2

Allora
1 3 4 2 =2
0 2 -1 2 0
00 2 -6 0
0 0 O 0 0

¢ una forma a scala. La forma ridotta &
1 00 3 -2

010 -3 0
001 =3 0
000 0 0

Quindi 1 + ‘%m —2x5 =0, 2o — %x4 =0ewx3— 3wy =0.
Le incognite x4 e x5 sono libere. Dichiamo che x4 = t1, x5 = ty. Allora
troviamo che

_Tglh + 2t
st
_>
SOI(A7 0 ) = 3tq ti,to € R
t1
to
Possiamo riscrivere
—31 —31
3t1 3 0
3t1 =1 3 +1t 10
t1 1 0
to 0 1

Quindi

92
o
=
—
ks
ol
S~—
Il
wn
il
Q
B
O = OJNJ\HN‘JQ
=
= O O O N
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7. Intersezione e somma di spazi vettoriali
Sia V uno spazio vettoriale e siano U, W sottospazi. Allora

LEMMA 4.64. L’intersezione U "W ¢& un sottospazio.

%
DiMOSTRAZIONE. Dal fatto che U e W sono sottospazi segue che 0 € U, W.
-4
Quindi 0 e UNW.
Se v1,v9 € UNW. Allora vi,vs € U. Dal fatto che U & un sottospazio segue
che per ogni A € K abbiamo vy +Avy € U. Similmente abbiamo che per ogni A € K
il vettore vy + Avo € W. Quindi v1 + Avo € UNW e UNW & un sottospazio. [

In generale U U W non & un sottospazio. Invece il sottospazio pit piccolo che
contiene U e W &

span(U U W).

Questo spazio e generato dagli elementi di U e di W. Per due insiemi 51,53 C V
si puo definire

S+ .55 :{Ul +U2|”Ul 651,”02 GSQ}.

LEMMA 4.65. Siano U, W sottospazi di V. Allora U e W sono contenuti in
Uu+w

DIMOSTRAZIONE. Sia u € U. Dal fatto che ? € W segue che u+ ﬁ ceU+W.
Quindi u € U + W per ogni u € U. Similmente di vede che W C U + W. O

LEMMA 4.66. Si ha
span(UUW)=U+W ={u+w|uecUweW}

DiMOSTRAZIONE. Gli elementi di U + W sono combinazioni lineari di elementi
di U edi W. Quindi U+ W C span(U U W). Dal lemma precedente sappiamo
che UUW C U + W. Si controlla facilmente che U + W & un sottospazio. Quindi
U + W & un sottospazio che contiene U U W, quindi contiene anche il sottospazio
pitt piccolo che contiene U UW, che & span(UUW). Allora, span(UUW) C U+W.
Insieme all’altra inclusione troviamo che span(UU W) =U + W. d

Siano ora U, W C R"™. Come riusciamo a determinare esplicitamente U + W e
Uunw?

Per trovare U + W la cosa piu semplice ¢ quella di trovare prima le basi
{u1,...,up} di U e {wy,...,wy} di W. In questo caso {u1,..., g, Wi,..., Wn}
genera U + W e contiene una base di U + W.

Ora vedremo un metodo semplice per determinare le relazioni tra questi vettori.
In generale, siano vy, ...,v, € R™. Cominciamo con la matrice

Quindi le righe a sinistra sono i vettori v; scritti come vettori di righe e a destra
c’e la matrice I,.. Si applica adesso GauB e si trovano due matrici

(A]B)

Dove A ¢ in forma a scala. Se A non contiene righe costituite da soli zeri, allora
il rango dello spazio generato dai v; € r, quindi i v; sono linearmente indipendenti.
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Altrimenti, ogni riga che consiste di zeri da una relazione tra i v;. Abbiamo inoltre
che B ¢ la matrice che corrisponde al procedimento di Gaufl. Quindi

%
dove B; ¢ la riga i-esima di B. Quindi se la riga i di A e 0 allora
%
Bjiv1 + Bigvg + -+ + Bjpvp, = 0

e abbiamo trovato una relazione. In questo modo possiamo isolare un v;, che si puo
quindi esprimere come combinazione degli altri.

EseEMPIO 4.67. Consideriamo il sottospazio V' generato da vy := (3, —1,4),v9 :=
(2,-2,1),v3 := (0,4,5) e vg := (—1,3,2). Applicando il procedimento di Gauf} a

3 -1 41 0 0 O

2 -2 1j]0 1 0 0
0 4 50 0 1 0
-1 3 20 0 0 1
da
-1 3 2|0 0 0 1
0 4 5/0 1 0 2
0 0 0|0 -1 1 -2

0 0 0|1 -2 0 -1
Quindi, dal fatto che il procedimento di Gaufl non cambia lo spazio delle righe,
segue che V' & generato da wy = (—1,3,2) e we = (0,4,5). Inoltre la prima riga
dice che w; = Ov; + Ovg + Ovs + 1lvg = vy, la seconda riga da che wy = vg + 2vy4,
la terza riga da —vg + v3 — 2v4 = 0 e l'ultima riga da vy — 2vy + v4 = 0. Quindi
v1,v3 € span(ve,vq) € V = span(va, vg).
Per trovare U N W & invece piu utile trovare equazioni cartesiane per U e per

W. Queste equazioni, prese insieme, sono le equazioni per U N W.

EsSEMPIO 4.68. Sia U dato da 1 — 29 + 223 — 524 = 0 e 29 + 23 + 24 = 0. Sia
W dato da 3x1 — a9 + 823 — 1324 = 0e x1 + 2o +23+24 =0. Alora UNW &
definito dalle quatro equazioni. Quindi

1 -1 2 -5
0 1 1 1 —
UNW = Sol 3 1 8 —13 , 0
11 1 1
Applicando Gau8 si trova che
10 0 O _
UNW = Sol 011 11,0
0 03 —4
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Quindi 21 =0, x5 =4/3x4 e x9 = —7/324. Una base per UNV & {(0,-7,4,3)}.

PRrROPOSIZIONE 4.69 (Formula di Grassmann). Siano U e W sottospazi di
dimensione finita di uno spazio vettoriale V. Allora

dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W).

DIMOSTRAZIONE. Sia {v1,...,v,} una base di UNW. Allora la possiamo esten-
dere ad una base {v1,...,v,,u1,...,us} di U e una base {vy,..., v, wy,...,we} di
Ww.

L’unione delle basi genera U + W, quindi {vy, ..., vp, U1, ..., Us, W1, ..., W} ge-

nera U + W. Adesso mostriamo che ¢ anche linearmente indipendente: Assumiamo
che
ﬁ
A1 AUty A st iy 4 v = 0
Allora,
AL+ AU+ s psts = —(Viwn 4 - - vwy).

La parte a destra ¢ un vettore di W, la parte a sinistra ¢ un vettore in U. Quindi
ambo due i lati sonoin UNW e

—(nwy + -+ 4+ rywe) € span(vy, ..., o)
Similmente otteniamo che
—(pauy + -+ - + psus) € span(vy, ..., vp).
Questo implica che ci sono &1, .. .,&, tali che
—(wr + -+ vwg) = §or + o+ G
Quindi
€101+ G+ vy o+ vy = 0

Si nota che {v1,...,v,,w1,...,w:} & una base di W, quindi & linearmente indipen-
dente e troviamo che tutti gli &; e tutti gli v; sono zero. Similmente, otteniamo che
gli p; sono tutti zero e rimaniamo quindi con

%
)\1'Ul+"'+>\rvr: 0
Anche i v; sono linearmente indipendenti e quindi anche i \; sono zero. Cosi
{1,y Uy ULy ey U, WY, oo W}

¢ una base i V. 4+ W, e dmV + W = r + s + t. Adesso sappiamo anche che
dimU =r+s,dimV =r+tedimU NV =r e troviamo

dimU +W =dimU +dim W —dimU NW.
(]

DEFINIZIONE 4.70. Diciamo che_(;lue sottospazi di U, W di uno spazio vettoriale
sono in somma diretta se UNW = { 0 }. In questo caso scriviamo U®W per U+W.

Dalla formula di Grassmann segue che se U e W sono in somma diretta allora
dimU e W =dimU + dim W.

LEMMA 4.71. Siano U, W sottospazi in somma diretta. Allora ogniv € U@ W
st puo scrivere come v =u+ w, con u € U, w € W in modo unico.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione, ogni vettore in U+W = U @ W si puo scrive
come u +w, con u € U, w € W. Il punto & mostrare che la scrittura & unica. Sia
u’ + w’ un altro modo per scrivere v. Allora

ﬁzv—v:(u—&—w)—(u'—&—w’):(u—u’)+(w—w’)
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Allora abbiamo u — v’ = w’ — w. La parte a sinistra sta in U, la parte a destra
sta in W. Quindi ambo i due lati stanno in U N W. Dal fatto che U e W sono in
somma diretta adesso segue che U N W = {ﬁ} E possiamo quindi dedurre che
u—u =w —w= 6) Allora v = v’ e w = w' e la scrittura ¢ quindi unica. O

EseEmPIO 4.72. Prendiamo u,w € R™. Allora U = span(u) e W = span(w)
definiscono due rette in R", passanti per 'origine. L’intersezione U N W ha dimen-
sione al massimo 1. Se ha dimensione uno allora UNW =U e UNW = W, quindi
U =W, e le rette coincidono. Altrimenti abbiamo dimU NW = 0e U e W sono
in somma diretta.

In questo caso abbiamo che U @ W = span(u,w) ha dimensione 2, e definisce
un piano in R™.

EsemPIO 4.73. Siano U, W sottospazi di K™ di dimensione m,p. Se m+p > n
allora U e W non sono in somma diretta:
Da la formula di Grassmann segue:

dimUNW = dim U+dim W —dim U+W > dim U+dim W —dim K™ = m+p—n > 0

ESEMPIO 4.74. Sia V = span((1,1,1),(1,2,0)) C R3. Se W ¢ un sottospazio
di R3 che ¢ in somma diretta con V, allora dimW < 1. Sia ora W tale che
dimW = 1. Se W = span(w), allora W NV # {ﬁ} se e solo dimW NV > 0. Da
dimW NV <dimW =1, e questo succede se W C V, quindi, se w € V.

Se w ¢ V allora V e W sono in somma diretta. In questo caso dimU @ W =
dimU +dimW =2+1=3. Quindi U ® W = R3.






