CAPITOLO 2

Matrici

1. Calcolo delle matrici

Nella discussione della risoluzione di sistemi lineari abbiamo gia visto la nota-
zione matriciale. In questo capitolo forniremo tutte le definizioni e proprieta base
delle matrici che utilizzeremo in questo corso.

DEFINIZIONE 2.1. Una matrice (reale) m xn & uno schema di mn numeri scritti
in m righe di n numeri.

a1 ai2 . A1n

a1 a2 e agn
A=

Am1 Am2 . Amn

Spesso una matrice sara solo indicata con A = (a; j)1<i<m,1<j<n 0 A = (a; ;). Gli
elementi a;; saranno chiamati gli elementi della matrice.

Finora abbiamo utilizzato le matrici per avere un modo piu semplice di scri-
vere un sistema di equazioni lineari e abbiamo esclusivamente applicato operazioni
elementari sulle righe. Ora introdurremo altre tre operazione associate alle matrici.

Siano A e B matrici m X n, cioe A e B hanno lo stesso numero di righe e di
colonne. Allora definiamo la somma A + B come

ail a2 . A1n b11 b12 e bln

as1 a2 e Qaon b21 b22 e bgn
A+B = . . . +

am1 Am2 ... (mn bni bm2 ... bmn

a1 +bin aiz+biz ... a1 tbin

a1 +boy  aze+baa ... azn +bag

am1 + bml am2 + bm2 e Amn + bmn

In pratica, la somma di due matrici delle stesse dimensioni & semplicemente la
matrice ottenuta sommando gli elementi che appaiono nella stessa posizione.
Per una matrice m x n A e un numero A € R definiamo il prodotto AA come

ail a2 e A1n /\&11 /\a12 . )\Clln

a1 a9 e a9n )\(121 ACLQQ e )\agn
M=\ . =

Ami  Am2 - Gmn A1 Aam2  --. Amn

Cioe moltiplichiamo tutti gli elementi della matrice con il numero A.
Esiste anche un’operazione di prodotto tra due matrici. A prima vista potrebbe
sembrare poco intuitivo, ma questa definizione tornera utile in molte applicazioni.
Sia A una matrice m X n e B una matrice n X p, cioe il numero di colonne di
A & uguale al numero di righe di B. Allora il prodotto AB & una matrice m X p
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12 2. MATRICI

definita da
n
(AB); = (Z aikbkj>
k=1

Ossia, ’elemento al posto (i,7) viene determinato dalla riga ¢ di A e dalla colonna
j di B; si moltiplica il primo elemento della riga i di A con il primo elemento della
colonna j di B, il secondo elemento della riga 7 di A con il secondo elemento della
colonna j di B, ecc., e si fa la somma di tutti questi prodotti.

EsemPpIO 2.2.

123+789_81012
4 5 6 10 11 12/ \14 16 18

s(1 2 3y _(5 10 15
4 5 6/ \20 25 30

1 2 3 11 12 82 88
4 5 6 13 141 =1199 ?
7 8 9 15 16 ? ?
Dove 199 =4 %11 +5% 13 + 6 % 15.
EseEmpI1O 2.3.
1 50 -1 (2) _31 114
0 3 2 0 4 1|7 -8 11
-4 0 1 -1 1 0 -13 5

Esistono due matrici speciali che appariranno molto spesso. La matrice 0 :=
0,nxn € la matrice con tutti gli elementi zero. La martice I,, ¢ la matrice n X n tale
che

1 0 0 0

01 0 ... 0
In: . . . . . P

o0 0 ... 1

che ha tutti 1 nelle posizioni (,4);=1,...n € zero altrove.

PROPOSIZIONE 2.4 (Regole di calcolo con le matrici). Sia A una matrice mxn.

(1) Sia B una matrice m x n allora A+ B = B+ A.

(2) Siano B,C matrici m x n allora A+ (B+C)=(A+B)+C

(3) A4+0=0+A=A.

(4) Sia B una matrice n x p e C una matrice p x q allora (AB)C = A(BC).
(5) InA = AL, = A.

(6) Siano B,C matrici n x p allora A(B+ C) = AB + AC.

(7) Sia B una matrice mxn, C una matrice nxp allora (A+B)C = AC+BC.

DiMOSTRAZIONE. Tuttii punti si dimostrano calcolando ambo i lati delle ugua-
glianze e controllando che ogni elemento sia lo stesso. Ad esempio per la prima
regola abbiamo che A+ B e B + A sono matrici m X n e

(A + B)ij = Q45 + bij

(B + A)ij = bij + ai;.
Per due numeri reali «, 8 sappiamo che a + 8 = 8+ «. Quindi b;; + a;; = a5 + byj
per ogni i,j e (A+ B);; = (B + A);j.
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Le altre due properieta riguardo la somma si mostrano in modo simile. Le
dimostrazioni per le regole del prodotto sono piu complicate. Per mostrare la
quarta regola, si nota che AB & una matrice m X p e

P
(AB)C)y; = Y (AB)iCh;
r=1
P n
= Z (Z AikBk'r> Cr,j
=1 \k=1
Similmente,
(A(BC))i; = Y Ai(BO)y;
k=1

n p
Y (z Bkrcm)
k=1 r=1

Ed entrambe le espressioni sono uguali a:

n p
Z Z AikBerr,j

k=1r=1
O

OSSERVAZIONE 2.5. Una regola che sembra mancare ¢ AB = BA. Ci sono due
ragioni per cui questa regola non appare. La prima e che se A & una matrice mxn e
AB é definita allora B deve essere una matrice n xp. Per poter definire BA abbiamo
bisogno che p = m, cioé i due prodotti sono definiti contemporaneamente solo
quando B ¢ del tipo nxm. In questo caso abbiamo che AB ¢ una matrice nxn e BA
¢ una matrice m x m. Cioe per avere due matrici della stessa dimensione dobbiamo
inoltre imporre m = n. Ma anche in questo caso non c’e sempre uguaglianza:

a=(4 ) m=(a)
AB:(—11 _11>eBA:(8 8)

In particolare, AB # BA.

EsEMPIO 2.6. Siano

Allora

Si dice che il prodotto non & commutativo.

2. La matrice inversa

Adesso cominciamo discutendo una properieta che & solo rilevante per matrici
quadrate, che sono matrici con lo stesso numero di righe e colonne.

Se prendiamo due matrici quadrate della stessa dimensione, cioe¢ due matrici
n X n, allora il loro prodotto & di nuovo una matrice n x n.

DEFINIZIONE 2.7. Sia A una matrice n x n. Chiamiamo una matrice B tale
che
AB=BA=1,

una matrice inversa di A. Se tale matrice esiste, diciamo che A ¢ invertibile.
Studieremo piu avanti alcuni criteri per decidere se una data matrice sia o meno

invertibile. Per ora vogliamo studiare alcune proprieta di queste matrici.
Per esempio la matrice inversa, se esiste, ¢ unica:
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PROPOSIZIONE 2.8. Sia A una matrice invertibile. Siano B e C' matrici inverse
di A. Allora B = C.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che
AB=BA=1,e AC=CA=1,

Allora

c¥r1.c=mAacYBuc) =81, 2B

dove abbiamo applicato le varie regole del calcolo matriciale. O

Quindi la matrice inversa, se esiste, € unica. In questo caso la denoteremo con

AL

EseEmPIO 2.9. Sia

Se ad — be # 0 allora

1 d —b
Al = .
ad — be <—C a )
PROPOSIZIONE 2.10. Siano A e B matrici n X n e invertibili allora AB ¢

invertibile e (AB)™' = B71A~t. Se A ¢ invertibile allora A=! ¢ anche invertibile

e (A7H)7 = A.
DIMOSTRAZIONE. Vale
(AB)B'A ™YY ABB YA = A()AT 2 a4 = 1,
e in modo simile per (B~'A71)(AB). Quindi AB ¢ invertibile e la matrice inversa

e B~1A— L
Da AA=! = A='A = I,, segue anche che A~! ¢ invertibile con inversa A. [

Adesso vogliamo studiare il rapporto tra moltiplicazione di matrici e operazioni
elementari sulle righe.

DEFINIZIONE 2.11. Chiamiamo le seguenti matrici n X n matrici elementari.
Per 1 <i < j < n definiamo

1

P(i,j) :

1

Questa matrice ha solo 1 sulla diagonale, con I’eccezione del posto (4,%) e (j, j) dove
I'entrata ¢ 0. Fuori dalla diagonale ci saranno solamente entrate con valore 0 con
Peccezione degli elementi in posizione (4, ) e (j,4) dove ¢’ un 1.
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Peri,jeNconl<i,j<mei#jeun numero A € R definiamo
1

S(i,7; A) ==

1

Questa matrice & uguale ad I,, con l'eccezione dell’entrata (i, ), dove c’¢ il valore
A
Per i € Ncon 1 <i<neun numero A € R tale che A # 0 definiamo

1

1

Questa matrice € uguale ad I,, con I'eccezione che dell’entrata (i,4) dove c’¢ il valore
A

Si controlla facilmente che

M(ENMG ) = MG MG = T,
P(Za.j)P<Za.7) = In

In particolare P(i,7), S(i,j; A) e M (i, \) sono invertibili e
1
P(i7j)_1 = P(Z,j), 5(2737 )‘)_1 = 5(27]7 _>‘); M(i;)‘)_l = M(7’7 X)

Sia adesso A una matrice m X n e sia E una matrice elementare, vogliamo
studiare i prodotti FA.

PROPOSIZIONE 2.12. Sia A una matrice n X p.
e P(i,j)A ¢ la matrice ottenuta da A scambiando le righe i e j.
e S(i,j; M)A ¢é la matrice ottenuta da A sommando X\ volte la riga j alla
7ga 1.
e M(i,\)A ¢é la matrice ottenuta da A moltiplicando la riga i con A.
DIMOSTRAZIONE. Questo si controlla con un calcolo diretto. O

Grazie a questa proposizione possiamo introdurre un metodo per il calcolo
dell’inversa di una matrice.

LEMMA 2.13. Sia A una matrice n X n. Allora la forma a scala di A contiene
una riga con solo zeri oppure I, € una forma a scala di A.
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DIMOSTRAZIONE. Applichiamo il procedimento dell’eliminazione di Gaufl ad
A fino ad arrivare ad una matrice A’ in forma a scala ridotta. Se non c’¢ nessuna
riga con solo zeri, allora abbiamo n pivots su n righe. Quindi ogni colonna contiene
un pivot. Cioe i pivot sono ai posti (4,7). In particolare A; ; = 0 per i # j. Per
i =1,...n possiamo moltiplicare la riga ¢ con i e trovare cosi la matrice I,,. [

LEMMA 2.14. Sia A una matrice n x n. Se I, € una forma a scala di A allora
A ¢é un prodotto di matrici elementari.

DIMOSTRAZIONE. Ogni operazione elementare ¢ equivalente a moltiplicare a
sinistra con una matrice elementare. Quindi quando I, ¢ una forma a scala di A
allora ci sono delle matrici elementari F1, ..., E; tali che

EE,_,...FBfA=1,
A=(E,...E) ' =g . B

Come abbiamo visto sopra, l'inversa di una matrice elementare ¢ una matrice
elementare. Quindi A & un prodotto di matrici elementari. O

LEMMA 2.15. Sia A una matrice n x n. Se I, é una forma a scala di A allora
A ¢ invertibile.

DIMOSTRAZIONE. Se I,, & invertibile allora A & un prodotto di matrici ele-
mentari. Matrici elementari sono invertibile, quindi A ¢ un prodotto di matrici
invertibile. Quest implica che anche A & invertibile. (Proposizione 2.10.) O

OSSERVAZIONE 2.16. Piu tardi mostreremo che, se I, non ¢ una forma a scala
di A, allora A non & invertibile.

OSSERVAZIONE 2.17. Per non dover calcolare il prodotto delle matrici elemen-
tari, possiamo utilizzare il seguente metodo. Cominciamo con la matrice n x 2n
(A|I,,) e applichiamo la procedura di Gauf. Ci fermeremo quando una riga a si-
nistra della | & zero, altrimenti si arrivera ad ottenere la matrice I,, a sinistra e
troviamo una matrice della forma

(In|B).
Ora ci bastera ricostruire il procedimento utilizzato pensando alle matrici elemen-
tari. Siano Eq,..., F; le matrici elementari t.c.

E,...Ey(AllL,) = (I,|B)
Dato che
Er...E\(A|L) = (E,... B, A|E, ... B\I,),
segueche B=FE,...E1e A"'=E,...E, = B.
Cioe cominciando con (A|I,,) troviamo (I,,|A71).

EseEmpIO 2.18. Con una seria di applicazione sulle righe troviamo:

1 2 3[1 00
2 1 0[0 10
10 2[00 1
1 2 3|1 00
0 -3 —6|-2 10
0 -2 —-1|-1 0 1
1 2 3|1 0 0
0 -3 -6/-2 1 0
0 0 3|31 21



3. LA MATRICE TRASPOSTA 17

1 2 0] 2 2 -
03034312)
33
0 0 3|3 -5 1
1 0o o 2 4 1
0—30—94—913
33
1
0 0 3|1 -2 1
1002él
0 1 22_32
?93
00 1y 3 g

EseMPIO 2.19. Sia A una matrice m X n e sia b € R™. Allora il sistema

a1 ai2 e A1n b1
a21 a2 e a92n bg
Al Am2 - Gmn | bm
si puo riscrive come
Az =D
dove
T
T2
T = .
Tn

Assumiamo adesso che m = n e A & invertible. Allora se x € Sol(A,b) troviamo
che Ar = b e quindi

z=1Ix=(A"TA)(z) = A" (Az) = A~ 'b.

Quindi, 1'unica soluzione possibile & A~'b. Dal fatto che A(A~'b) = I,,b = b segue
che e veramente una soluzione. In questo caso troviamo

Sol(A,b) = {A~1b}.

3. La matrice trasposta

L’ultima operazione sulle matrici che volgiamo discutere ¢ la trasposta.

DEFINIZIONE 2.20. Sia A una matrice m x n. Allora la trasposta A7 di A ¢ la
matrice n X m definita da

EseEmpIO 2.21.

PROPOSIZIONE 2.22. Siano A, B matrici m X n, sia C una matrice n X p.
(1) (A+B)T = AT + BT.
(2) (ANA)T = \AT.
(5) (AT)T = A.
(4) (AC)T = CTAT.
(5) Se A ¢ invertibile allora anche AT ¢ invertibile e si ha (AT)™1 = (A=HT,
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DIMOSTRAZIONE. Per il primo punto si nota
(A+B)")ij = (A+ B)ji = Aji + Bji = Al, + B}

Il secondo e terzo punto si dimostrano in mode simile.
Per il quarto punto:

(AC)L = (AO)ji

= Z AjiChi
k=1

= ) (A")C

k=1
= ) Ch(AT),
k=1

= (CTAT);
L’ultimo punto segue da
(A HTAT = (AAHYT =11 =1,

ATA N = (A7) =17 =1,



