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Soluzione Tutorato 2

(1) Si indichino cinque vettori di R?* tali che ogni combinazione di quattro di
essi e linearmente indipendente.
Soluzione: Consideriamo i vettori e, ea, e3,e4 di R*. Questi vettori
sono linearmente indipendenti e se ora prendiamo la loro somma (o una
qualsiasi combinazione lineare) otteniamo ad esempio:

1

— =

Questo vettore insieme ad altri 3 qualsiasi dei 4 vettori inizialmente con-
siderati sono ancora linearmente indipendenti.

(2) Si dimostri che la matrice
a b
c d

ha rango 2 se e solo ad — bc # 0.

Soluzione: Per vedere il rango della matrice iniziamo ponendo il primo
elemento della seconda riga a 0. Quindi sottraiamo alla seconda riga la
prima moltiplicata per ¢/a (valido nel caso in cui a # 0)

a b\ Ix(c/a) [a b
c d 0 ad;bc

La matrice ha rango 2 (possiede 2 pivot) se e solo se ad — bc # 0.
Nel caso in cui invece a = 0:

0 b\ nes1 (c d
c d 0 b

Ora se b e ¢ sono diverso da 0 la matrice ha rango 2 (effettivamente si ha
che ad — be # 0). Se b = 0 o ¢ = 0 allora la matrice ha rango 0 0 1 (e

ad — bc = 0).
(3) Si determini il rango delle seguenti tre matrici:
1 2 -2 1 1
A1:<_22 i 2),A2: 2 4| As=(1 -4 3
3 6 -2 3 -1
Soluzione:

Dobbiamo cercare una forma a scala della matrice per trovarne il
rango, che corrisponde al numero di pivot della matrice stessa. Esempio:

(2 1 3\ mr+1 (2 1 3
Al—(_2 4 6>—><0 5 9>—>Rango2.

1 2 1 2

Ay=|[2 4] 2L 10 0| — Rango 1.

3 6 I1-3-1 0 0

2 1 1 1 -4 3

Ay=11 —4 3|25 12 1 1

2 3 -1 2 3 -1
I1+2-1 —4 3 P11 -4 3 III-IT -2 b

+. 77 -

e Sl el (I 0 1 -1
0 -5 5) 3 0 1 -1 0 0 0
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Vediamo cosi che il rango di As ¢ 2.
(4) (a) Dato v; = (1,2,—1), vy = (2,—1,2), v3 = (1,7,-5) € R3. E vero
che vs € span(vy,vs)?
Soluzione: Per definizione se v3 € span(vy,vs) il vettore vy deve esse-
re una combinazione lineare dei vettori v; e vo. Dunque considerando

A1 e X € R
)\11}1 + )\21}2 = V3
1 2 1
Ml 2 | +X]|-1]=|7
—1 2 -5
Ao+ 2 = 1 B
2)\1 — /\2 = 7 — { il : 3_1
A1+ 2\ = -5 2=

Dunque vz € span(vy, va).

(b) Si scriva f = 22 + 4z — 3 € R[z]<2 come combinazione lineare di
gi=22>-2xr—-5 go=222+3eg3=x+3.
Scriviamo f come combinazione lineare di g1, g2, g3. considerando
B, p2, 3 € R

f= w191 + pags + p3gs

Dati:
g1 = 22 —922—5
go = 2I2 +3
gz =x+3
Otteniamo:

5
2?4 4o — 3 = 2 (1 + 2u2) + 2 (3 — 2p1) + 3(ps + po — — 1)

3
H1 +  2u2 =1 pr = 33
=241 + pg = 4 =49 pp = —16
2 4+ pr + opz = -1 pz = 70

f =33g1 — 16g2 + 70g3

(c) Si dimostri che i vettori v; = (1,1,1), v2 = (0,1, —1) e v3 = (0,1,1)
sono generatori di R?.
Soluzione: Per essere generatori devo poter scrivere un qualsiasi vet-
tore di R3 come combinazione lineare dei tre vettori. Prendiamo un
vettore (a,b,¢)T € R3 e a,b,c, 1, 2, 3 € R:

1 0 0 a
pr| 1| +pe | 1 ) +ps|l] =10
1 -1 1 c
1251 = a M1 = a
g+ ope oz = b = ope = 5
proo— p2 + g3 = c pz = —a+@
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(5) Si calcoli la dimensione dell’insieme delle soluzioni del sistema
A+ Dx1+ (=22 +6A—=9z2 + (A —2)z3 = 0
A2 =22 =3)2; + (N2 —6A+9)22+323 = 0
A+Dzy + (=22 +6X =922+ (A+1Dzz = 0
al variare di .
Soluzione: Cerchiamo le dimensioni dell’insieme delle soluzioni del
sistema. Iniziamo semplificando la matrice dei coefficenti:

A+1 “A24+6A-9 Ax—=2 | 0
A2—20 -3 AN —-6X+9 3 0
A+1 “A24+6A-9 A+1 | 0
A+1 “A24+61-9 A2 0
EDA N2 —ox—3 A2—6A+9 3 0
0 0 1 0
L(ITx(r2)) A+1 “A246A-9 0 | 0
——— " [ A2 =20-3 A2—-6A+9 O 0
T1-(3xI1T) 0 0 1 0
Possiamo riscrivere la matrice nel seguente modo:
A+1 -(A=3)2 0 0
A+1DA=3) (A=3)2 0 0
0 0 1 0
Non consideriamo al momento il caso con A = 3 e consideriamo solo
soluzioni con A 2 3 Possiamo quindi dividere la seconda riga per (A — 3):
A+1 —(A=3)2 0 0 L A+1 —(A—3)? 0 0
A+1  A=3 0 =1 0 (\A=32+Xx=-3 0 | 0
0 0 1 0 0 1 0

0

0
Ora nel caso che A+1 2 0 e che (A —3)2+ X\ — 3 = 0 abbiamo tre pivot e
I'unica soluzione :

r1 = 0
T2 = 0
r3 = 0
Sinotache: (A=3)2+A-3=A-3)A=3+1)=(A-3)(A—2).
Sono rimasti dunque solo i casi in cui A = —1,2, 3.
Se A = —1 si trova il sistema x5 = x3 = 0 quindi (1,0,0)” una base

dello spazio delle soluzioni.

Se A\ = 2 si trova il sistema 2o = 37 e x3 = 0 quindi (1,3,0)”7 una
base dello spazio delle soluzioni.

Se A = 3 si trova il sistema 1 = x3 = 0 quindi (0,1,0)” una base
dello spazio delle soluzioni.

Abbiamo quindi che per A = —1,2,3 lo spazio delle soluzioni ha
dimensione 1, per qualsiasi altro A invece la dimensione ¢ 0.
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4. Didattica integrativa 2

(1) Sia n € N un intero tale che n > 2. Sia D,, C M,,x,(R) l'insieme delle
matrici triangolari superiori, cioé 'insieme di tutte le matrici A = (a; ;) €
My xn(R), tali che a; j = 0se i > j.
(a) Si dimostri che D,, & un sottospazio vettoriale di M,,x,(R).
(b) Si dimostri che il prodotto di due matrici in D,, ¢ di nuovo in D,.
(¢) Si dimostri che un A € D,, ¢ invertibile se e solo se

a11a22 . . . Qpp # 0

(d) Si dimostri che se A € D,, e A ¢ invertibile, allora A~ € D,,.
(2) Sia d un intero positivo. Sia V = R[z]<q. Si determini se W C V & un
sottospazio se
(a) W consiste di tutti i polinomi ag + ayz + -+ + agz? tali che ogni
a; € N.
(b) W={peV|p(1)=0}
(¢) W consiste di tutti i polinomi della forma bk + b2k 2 4. 4
bix? + by, con b; € R per ogni i (dove 2k < d).
(3) Sia V = R|z]<2. Prendiamo p; =2? +z+ 1, pp=2* +x, ps =z + 1.
(a) Si dimostri che {p1,p2,p3} & una base di V.
(b) Si scrivano i seguenti ¢; € V' come combinazione lineare di p1, ps2, p3
(i) ¢1 = =.
(i) @@ =a22+3z+1.
(iii) g3 = —222 — 62 — 2.
(¢) Sidetermini una base B di span(qi, g2, g3) € si estenda B ad una base

per V.

(4) Siano a,b,c € R. Si dimostri che i tre vettori
1 1 1
al,lb],]|c
a? b? ?

sono una base di R se e solose a # b, a # ce b # c.



