CAPITOLO 5

Funzioni lineari

1. Esempio

Consideriamo il vettore (z,y) € R?. Questo oggetto pud essere descritto in
modo univoco tramite la sua lunghezza r := /22 + y2 e 'angolo ¢ tra il vettore e
Passe z. In questo modo possiamo scrivere il (z,y) = (r cos(y), rsin(y)).

Adesso consideriamo la rotazione Ry di angolo 6. E chiaro che

(" cos(p)\ _ [rcos(0+ )
9\ rsin(e) ) ~ \rsin(@+ @)
Usando le formule standard (di prostaferesi) per cos e sin troviamo

(reom el = (comrecntey st i)
(Conlirer i)

T 0
R
’ <y>
_ [cos(f) —sin(8)) [z
~ \sin(f) cos(f) Y
Tramite le regole di calcolo per le matrici possiamo osservare che Rg(v1 +vq) =
Ry(v1) + Rg(v2) e Ro(Av) = ARy(v). Quindi Ry ¢ una funzione R? — R? che

rispetta la struttura di spazio vettoriale. In questo capitolo studiamo funzioni che
hanno questa properieta.

In particolare

2. Definizione

DEFINIZIONE 5.1. Siano V, W spazi vettoriali sul campo K. Diciamo che una
funzione f: V — W & una funzione lineare se per ogni v,v1,v5 € V, A € K

(1) flvr +v ve) = f(v1) +w f(v2)
(2) f(Av) = Af(v).
%

LEMMA 5.2. Sia f:V — W una funzione lineare. Allora f(ﬁv) =(0w).
DIMOSTRAZIONE. Sia v € V. Allora

FOv) = F(0-v) =0-(f(v) = 0w
O

LEMMA 5.3. Sia f : V — W wuna funzione lineare. Allora f(—v) = —f(v) e
flor —v2) = f(v1) — f(v2).
DIMOSTRAZIONE. Per la prima properieta:
f(=v) = f((=1) - v) = (1) - f(v) = = f(v)
Per la seconda properieta

flur —v2) = f(v1) + f(=v2) = f(v1) = f(v2)

45



46 5. FUNZIONI LINEARI

EseEmPIO 5.4. Sia A una matrice mxn,V = K* W = K™. Allora f:V - W
data da

f(v) = Av
¢ una funzione lineare. Infatti, per v,vy,v2 € V, A € K abbiamo
f(v1 +v2) = A(v1 +v2) = Avy + Avy = f(v1) + f(v2)
(dove la seconda uguaglianza ¢ una delle regole di calcolo per le matrici) e
FOw) = A(w) = A(Av) = Af(v)
EsemMpIO 5.5. Sia f : R — R una funzione lineare. Sia ¢ = f(1). Allora per
A € R abbiamo
f)=fA-1) =xf(1) =
Quindi f ¢ determinata da ¢ = f(1).

EsEMPIO 5.6. Consideriamo S : R? — R? la riflessione rispetto all’asse y.
Allora S(z,y) = (—x,y). Quindi

x -1 0\ (=z
s(2)-(0 1))
EsEmPIO 5.7. Consideriamo P : R? — R? la proiezione sull’asse 2. Allora

P(z,y) = (z,0). Quindi .
r(5)=6 o) ()

Esempio 5.8. Sia f : R? — R? allora la funzione f(z,y) = (22,y) non ¢
lineare. Abbiamo che f(1,0) = (1,0), f(2,0) = (4,0), f(3,0) = (9,0). Quindi
(1,0) +(2,0) = (3,0) ma f(1,0) + f(2,0) = (5,0) # (9,0) = f(3,0).

La funzione f : R® — R? definita da f(x,y,2) = (z+2,y—1) non ¢& lineare: una
funzione lineare manda 0 a 0. Invece noi abbiamo che £(0,0,0) = (2,—1) # (0,0).

e S e lineare.

ed P ¢ lineare.

PROPOSIZIONE 5.9. Sia f: V = W una funzione. Allora f & lineare se e solo
se per ogni v1,v2 €V e A € K wale f(vy + Ava) = f(v1) + Af(v2).

DIMOSTRAZIONE. Se f & lineare, allora per ogni v1,v3 € V., A € K abbiamo

f(ur + Av2) = f(v1) + f(Av2) = f(v1) + Af(v2).

Per l'altra direzione: se per ogni v, w € V, A € K vale f(v+Aw) = f(v)+Af(w),

allora la prima condizione della definizione segue dal caso particolare _); lela
seconda condizione dal caso particolare v = 0 ed il fatto che f(0) = 0. 0

EsemPIO 5.10. Sia f : R[z]<z — R? data da p(z) — (p(0),p(1)). Allora f &
lineare: Per ogni ¢ € R, p,q € R[z]<3, A € R abbiamo che

(p+Ag)(c) = p(c) + Aq(c)
Quindi

flp+Ag) = ((p+Ag)(0), (p+ Ag)(1)) = (p(0),p(1)) + A(q(0),q(1)) = f(p) + Af(q)-

PROPOSIZIONE 5.11. Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato, B =
{v1,...,0,} una base di V. Sia W uno spazio vettoriale e wy,...,w, € W un
insieme di vettori. Allora:

(1) Esiste una funzione lineare f : V. — W tale che f(v;) = w; per i =
1,...,n.
(2) Questa funzione é unica.
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DIMOSTRAZIONE. Cominciamo col dimostrare 'unicita: sia v € V. Allora
v=aiv1 + -+ apvy, €
f) = flavr+ -+ apoy)
= a1f<v1)+"'+anf(vn)
= aiwy + -+ awy

Quindi f(v) & determinata da wy, ..., w, ed & unica se esiste.
Per l'esistenza: la funzione f : V — W che & definita da

flarvy + -+ apvy) = arwy + -+ + apwy,

¢ ben definita, perché si puo scrive ogni v € V in modo univoco come combinazione
lineare di vy,...,v,. Ci resta solamente da mostrare che f ¢ lineare. Prendiamo
v,v' € V, A € K scriviamo

n n
!
v = E a;v;, v = E b;v;.
i=1 i=1

Allora v+ Av' = Y7 (a; + Ab;)v; e

f(v + /\U’) = f (Z(az + )\bi)vi>
= Z a; + A\b;)
= Z wz>+)\<2bwl>
o)+

Quindi f & lineare. O

ESEMPIO 5.12. Abbiamo visto che {(1,1), (1, —1)} & una base di R?. La propo-
sizione dice che esiste un’unica funzione lineare f : R2 — R? tale che f(1,1) = (2,0)
e f(1,—1) = (—2,0)). Vogliamo adesso descrivere quella funzione.

Notiamo che f(1,1) + f(1,—1) = (2,0) + (—2,0) = (0,0). Dalla linearita di f
segue che f(1,1) + f(1,-1) = f(2,0) = 2f(1,0). Quindi f(1,0) = (0,0).

Similmente troviamo che 2f(0,1) = f(0,2) = f(1,1) — f(1,-1) = (2,0) —
(—2,0) = (4,0). Quindi £(0,1) = (2,0) e

f(xl, .TQ) = ﬂflf(l, 0) + ng((), ].) = 1'1(0, 0) + IQ(Q, 0) = (21‘27 0)

LEMMA 5.13. Siano f:V — W, g: W — U funzioni lineari allora go f : V —

U ¢ una funzione lineare

DIMOSTRAZIONE. Per ogni v1,v2 € V e A € K abbiamo che

(gofvi+Av2) = g(f(vi+ Av2))
g(f(v1) + Af(v2))
9(f(v1)) + Ag(f(v2))
= (go f)(v1) +Algo f)(v2)
dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato che f & lineare, e nella terza ugua-
glianza che g e lineare. g



48 5. FUNZIONI LINEARI

3. Nucleo e immagine

DEFINIZIONE 5.14. Sia f: V — W una funzione lineare. Allora il nucleo di f,
denotato con ker(f), & definito da

ker(f) ={ve V| f(v)
e 'immagine im(f) & definita da

im(f) = {w € W | esiste un v € V tale che f(v) = w}.

-0

}

OSSERVAZIONE 5.15. Si nota che ker(f) C V e che im(f) C W.

LEMMA 5.16. Sia f : V. — W una funzione lineare. Allora ker(f) & un
sottospazio di V' e im(f) é un sottospazio di W.

DIMOSTRAZIONE. Se v1,v2 € ker(f) e A € K. Allora
— - =
f(Ul + )\UQ) = f(’Ul) + )\f('l)g) =0+ A0 =0

(dove la seconda uguaglianza viene da vq,vy € ker(f)). Cioe vy + Ave € ker(f)).
Quindi ker(f) & un sottospazio.

Prendiamo wy,ws € im(f), A € K. Allora esistono vy, vs € V tali che f(v;) =
wy e f(v2) = wy e abbiamo

f(’Ul + )\1)2) = f(’l)l) + )\f(UQ) = W1 + )\'[UQ
Quindi wy + Awsy € im(f) e im(f) & un sottospazio. O

Ricordiamo che una funzione f : V' — W ¢ iniettiva se per ogni v1,v2 € V con
v # w abbiamo che f(v1) # f(va2).

R LEMMA 5.17. Una funzione lineare f : V. — W ¢ iniettiva se e solo se ker(f) =
{0}
= =
DIMOSTRAZIONE. Da Lgnma 5.2 segue che f(_(>) ) = g
Se f é_i}niettiva e v_?é 0. Allora f(v) # Jig()) = 0.
ker(f) € {0}. Inoltre, 0 € ker(f) e keli)f) ={0}.
Assumiamo adesso che ker(f) = {0}. Siano vy,ve tali che f(v1) = f(v2).
Allora

Quindi v ¢ ker(f) e

T = J(0) = flv2) = Jwr —va).
Quindi (v1 — va) € ker(f) = {ﬁ} . Allora v; —ve = T e v] = vo. Quindi f &

iniettiva. O

Ricordiamo che una funzione f : V' — W e suriettiva se per ogni w € W esiste
un v € V tale che f(v) = w, cioé im(f) = W.

LEMMA 5.18. Sia f : V — W wuna funzione lineare, tale che W ¢ finitamente
generato. Allora f é suriettiva se e solo se dim(im(f)) = dim W

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo che f & suriettiva se e solo se im(f) = W. Dal fatto
che im(f) & un sottospazio di W segue dalla Proposizione 4.55 che im(f) = W se e
solo dim(im(f)) = dim W. O

LEMMA 5.19. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato, {v,...,v.} un
sistema di generatori di V. Allora span(f(v1),..., f(v.)) = im(f).

DIMOSTRAZIONE. Da f(v1),..., f(vr) € im(f) e il fatto che im(f) & un sotto-
spazio segue che
span(f(v1), ..., f(vr)) Cim(f).
Per l'altra inclusione prendiamo w € im(f) allora, per definizione, esiste un
v € V tale che f(v) = w.
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Possiamo adesso scrivere

v =AU+ Ay

w=fv) = f(hvr+-+A\v)
)\lf(vl) + )\rf(vr) € Span(f(”l)w : ‘7f(vr))'

O

OSSERVAZIONE 5.20. Sia f : V. — W una funzione lineare, con V finita-
mente generato. Per trovare una base di im(f) si pud cominciare con una base
{v1,...,v,} di V. Allora {f(v1),..., f(vn)} generano im(f), quindi un sottoinsie-
me di {f(v1),..., f(v,)} & una base. Per trovare quella base, si deve controllare
se f(v1),..., f(vn) siano o meno linearmente indipendenti. Qualsiasi combinazione
lineare degli f(v;) che & uguale a 6>W da la possibilita di escludere un vettore del
sistema di generatori.

EsempiO 5.21. Sia

o1 r1 — T2
f i) = ( ) .

T3 i) + I3

Il nucleo di f & formato dagli (1, x2,x3) tali che 1 — 29 = 0,29 + 23 = 0.
Quindi ker(f) = {(¢,t,—t)|t € R} = span((1,1 — 1)) e f non ¢ iniettiva.

L’immagine di f & generata da f(1,0,0), f(0,1,0) e f(0,0,1). In particolare,
(1,0),(1,1),(0,—1) sono nell'immagine e quindi im(f) = R2. In particolare f &
suriettiva.

ESEMPIO 5.22. Sia V = Rlz]<s. Allora D : V — V tale che D(p(z)) = p/(z)
¢ una funzione lineare. Abbiamo (p + ¢q)'(z) = p/'(z) + ¢'(x) e per A € R abbiamo
() () = A ().

11 nucleo di D sono tutti i polinomi p(z) tali che p’(z) & il polinomio nullo. Gli
unici polinomi con questa properietd sono i polinomi constanti, quindi ker(D) =
span(1) e f non ¢ iniettiva. L’immagine & generata dalle immagini di 1,z, 2%, 23,
che sono rispettivamente 0, 1,2z, 322, Quindi span(0, 1,2z, 3z%) = im(D). Allora

im(D) = R[z]<2 C R[z]<3. Quindi 23 ¢ im(D) e D non & suriettiva.
TEOREMA 5.23 (Teorema del rango). Sia V' un spazio vettoriale finitamente
generato, W uno spazio vettoriale ed f : V — W una funzione lineare. Allora
dimker(f) + dimim(f) = dim V.

DIMOSTRAZIONE. Dal fatto che ker(f) & un sottospazio di V e V & finita-
mente generato segue che anche ker(f) ¢ finitamente generato. Allora possiamo

prendere una base finita {v,...,v,} di ker(f). Possiamo quindi complementarla
(Teorema 4.52) ad una base {v1,...,p, Upg1,...,0,} di V.
Consideriamo ora w; = f(v;) per i = 1,...,n. Il lemma precedente implica che
span(wy, . . ., wy,) = im(f).

I vettori v; per ¢ < r sono nel nucleo di f, quindi w; = 0 peri<re

Span(wr-‘rla s 7wn) = span(wlv s 7wn) = lm(f)
Dobbiamo quindi mostrare che w41, ..., w, sono linearmente indipendenti.
%
0 = /\T+1w,«+1 + -+ )\nwn

A7‘+1f(v7“-"-1) +---+ )‘nf(vn)
- f()\r+1vr+1 + -+ )\nvn)
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In particolare, Apy1Ury1 + ... Apvy, & in ker(f). I vettori {vy,...,v,} sono una base
di ker(f). Quindi esistono A, ..., A, tali che

)\lvl +---+ )\rvr - )\r-‘rlvr-i-l +---F )\nvn

e quindi
Ao+ Ao — /\r+1vr+1 — = AU, = 6>
Dal fatto che vy, ..., v, sono una base di V' e quindi linearmente indipendenti segue
che A\; = 0 per ogni i. In particolare w,11,...,w, ¢ una base di im(f).
Dal fatto che vy,...,v,. & una base di ker(f) segue che dimker(f) = r. Dal
fatto che w,41,...,w, & una base di im(f) segue che dimim(f)=n—re

dimker(f) + dimim(f) =r+n—r=n=dimV.
O

COROLLARIO 5.24. Siano V., W spazi vettoriali finitamente generati tali che
dimV = dimW. Allora f ¢ iniettiva se e solo se f é suriettiva se e solo se f ¢
biettiva.

DiMOSTRAZIONE. Da dimV = dim W abbiamo che
dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim W

Quindi f ¢ iniettiva se e solo se dim(ker(f)) = 0 se e solo se dimim(f) = dim W se
e solo se f & suriettiva. O

COROLLARIO 5.25. Siano V, W spazi vettoriali tali che dimV < dim W. Allora
f non é suriettiva.

DIiMOSTRAZIONE. Da dimV < dim W segue che V & finitamente generato.
Quindi possiamo applicare il teorema del rango. Da
dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim V'
segue che dimim(f) < dimV < dim W. Quindi f non & suriettiva. O

COROLLARIO 5.26. Siano V., W spazi vettoriali finitamente gemerati tali che
dimV > dimW. Allora f non é iniettiva.

DIMOSTRAZIONE. Da
dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim V'

segue che dimker(f) = dimV — dimim(f) > dimV — dim W > 0. Quindi f non &
iniettiva. O

DEFINIZIONE 5.27. Sia f: V — W una funzione lineare. Allora
(1) diciamo che f & un isomorfismo se esiste una funzione lineare g : W — V
tale che go f =idy e fog=1idw.
(2) diciamo che f & un endomorfismo se V.=W.
(3) diciamo che f & un automorfismo se f & un isomofismo e un endomorfismo.

PROPOSIZIONE 5.28. Sia f : V. — W wuna funzione lineare. Allora f & un
isomorfismo se e solo se f é biettiva.

DIMOSTRAZIONE. Assumiamo che f sia un isomorfismo. Sia v € ker(f). Allora
flv) = T e quindi g(f(v)) = g(ﬁ) = 0. Daltra parte g(f(v)) = idy(v) = v.
Allora ker(f) = {0} e f & iniettiva.

Sia w € W, e v = g(w). Allora abbiamo f(v) € im(f). Ma f(v) = f(g(w)) =
idw (w) = w. Quindi w € im(f) e im(f) = W. Quindi f ¢ iniettiva e suriettiva,
cioe bietiva.
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Per il viceversa, assumiamo che f sia biettiva. Allora per ogni w € W ¢’¢ un
v € V tale che w = f(v) (f & suriettiva) e il vettore w & unico. Allora possiamo
definire g(w) = v se e solo f(v) = w. B ovvio che g(f(v)) = v e f(g(w)) = w. Ci
resta da mostrare che g sia lineare.

Prendiamo wy,we € W, A € K. Siano v1,v; € V tali che f(v;) = w; per
i =1,2. Quindi g(w;) = v;. Per calcolare g(w; + Aws) notiamo che f(v; + Avg) =
f(v1) + Af(ve) = wy + Aws. Allora

g(wy + Awz) = vy + g = g(wy) + Ag(ws)

e g ¢ lineare. g

LEMMA 5.29. Sia f : V — W una funzione lineare. Siav € V e w = f(v).
Allora

7 w) = o} 4 ker(f)
DIMOSTRAZIONE. Sia v1 € f~!(w). Allora f(v1) = w per definizione. Allora
f(Ul —U) Zf(v1)—f(v) =w —w.

Quindi v; —v = vy € ker(f) e v1 = v +vg € {v} + ker(f). Quindi f~1(w) C
[0} + ker(f).

Sia adesso v1 € {v} +ker(f). Allora esiste un vg € ker(f) tale che v = v+ vp.
Adesso troviamo

f(v1) = f(v+wo) = f(v) + flvo) = fv) + 0 = f(v) =w.
Quindi v; € f~H(w) e {v} + ker(f) C f~H(w). O

it

EsemMpPIO 5.30. Consideriamo la funzione D : Rlz]<s — R[z]<3s che manda
p(z) a p'(z). Abbiamo visto nell’Esempio 5.22 che ker(D) = span(1).

Consideriamo adesso 3x2—6x. Allora D(2%—32?) = 322 —6x. Quindi 2°—322 €
D7 1(32% — 6x) e

D7 (32% — 62) = {2 — 32°} + ker(D) = {2® — 322 + A\ | A € R}.

4. La matrice di una funzione lineare

Abbiamo visto nell’Esempio 5.4 che per ogni A € M« (K) la funzione f(z) :=
Az ¢ una funzione lineare K™ — K™. L’idea adesso ¢ di mostrare che per studiare
le mappe lineari tra spazi vettoriali di dimensione finita & sufficiente studiare le
funzioni del tipo f(z) := Ax.

Cominciamo col mostrare che ogni spazio vettoriale di dimensione n & isomorfo
a K™ Sia V uno spazio vettoriale su K di dimensione n e sia B = (v1,...,05)
una base ordinata di V. (Per le properieta delle base che abbiamo studiato finora
I’ordine dei vettori della base era irrilevante. In questa sezione invece l'ordine
importa.) Ogni v si puo scrivere in modo univoco come Ajv; + Aavg + -+ + A\ vy,
Diciamo che (A1, ..., \,) sono le coordinate di v rispetto a B.

Scrivere un vettore rispetto a B definisce una mappa da V a K™:

vp:V — K" con pp(v) = (a1,...,an)

se e solo se v = ajv1 + -+ - + a,v,. A volte scriveremo (a1, ...,a,)p per ricordarci
che le coordinate sono indotte dalla base B.
La mappa & chiaramente iniettiva e suriettiva.

LEMMA 5.31. La mappa pp : V — K™ é un isomorfismo.
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia notato che la mappa ¢ biettiva. Rimane da
mostrare che sia anche una funzione lineare. Se A{,..., A, sono le coordinate di v
e (u1,---,n) sono le coordinate di v’, allora

v+ =M+ p)vr 4+ (A + pn)on
Quindi (A1 4 g1, -+, A + fn) sono le coordinate di v 4+ v’ e
ep(v+1) = ep(v) + ¢p(v').
Similmente si trova che per ogni A € K abbiamo che ¢p(Av) = App(v). O
EseEmpIO 5.32. Se V = K™ e £ ¢ la base canonica allora
we(x1, o yxn) = (1, .., 2)
SeV=R?e B=((1,1),(1,-1)) allora
TitT2 g gy

(21, 22) = 21, -1).

quindi

1 +Ty X1 — Xo
@B(x17932): 9 ’ 9

Se V = RJz]<3 and B = (1, z,2%, 23) allora
pp(ao+ a1z + axz® + asz®) = (ao, a1, a2, a3)
Quindi pp(2r — 323) = (0,2,0, —3).

Siano adesso V' e W spazi vettoriali di dimensione finita, B = (v1,...,v,) €
B = (wy,...,wy) basidi Vedi W.

Dalla Proposizione 5.11 segue che per conoscere una funzione lineare f : V — W
basta conoscere f(v;) per ogni j € {1,...,n}. Ognuno degli f(v;) & in W. Quindi
possiamo scrivere f(v;) = Y2, agw;. Adesso la matrice M5 (f) di f rispetto alle
basi B, B’ ¢ la matrice m X n

(@i)-

PROPOSIZIONE 5.33. Siano V,W spazi vettoriali e siano B e B’ basi ordinate
per V., resp. W. Allora il procedimento che associa ad ogni funziona lineare f
la sua matrice M }33,( f) induce una corrispondenza biunivoca tra le funzioni lineari
V — W e le matrici m X n.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni matrice A € M,,x,(K) abbiamo fatto vedere in
Proposizione 5.11 che esiste una funzione f tale che f(v;) = Y ", a;jw; e quindi
soddisfa ME'(f) = A. D’altra parte abbiamo anche visto in Proposizione 5.11 che

le immagini f(v1), ..., f(v,) (e quindi la matrice M5 (f)) determina f. Possiamo
quindi affermare che ¢’¢ una corrispondenza biunivoca tra le funzioni lineari V- — W
e le matrici m x n. O

ESEMPIO 5.34. Consideriamo la riflessione rispetto alla retta 21 = zo in R2.
Questa mappa ¢ definita da f(x1,22) = (x2,21). Consideriamo la base canonica di
R? per B e per B'. Allora f(1,0) = (0,1) =0-(0,1) +1-(1,0). Quindi a;; =0e
a1 = 1. Similmente f(0,1) = (1,0) =1-(1,0)+0-(0,1). Qunidi az; =1 e azz; =0.

/ 0 1
v = (1 o)
Prendiamo adesso C' = C" = ((1,1), (1, 1)))

e (1,1), la sua immagine & (1,1) e quindi f(l, 1
secondo vettore ¢ (1,—1). f(1,-1)=(-1,1) =

1,1) =0
1
ug = (o - )

o

Allora il primo vettore della base
( 1)=1-(1,1)+0-(1,-1). 1
)+ (=1)-(1,-1)

)
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EsEmpPIO 5.35. Siano V = K™ W = K™. Sia A una matrice m X n e sia
f(v) = Av. Sia B la base canonica per V, B’ la base canonica per W. Allora
ME (f) = A. ,

Consideriamo e; € K, allora f(e;) da la j-esima colonna di MJ (f). Dalla
formula per la moltiplicazione delle matrici segue che

alj
az; m
fleg) =Ae;=| | =D arsen
: k=1
amj

Quindi la colonna j di M5 (f) & la colonna j di A.

PROPOSIZIONE 5.36. Sia f : V. — W wuna funzione lineare. Siano B =
(v1,...,0,) € B' = (w1,...,wy) basi per Ve W. Allora

A1
, A2
op (f(Mvr + -+ Awn)) = Mg (f) .
An
In altre parole, la funzione lineare pp/ ofogaél : K™ — K™ é la moltiplicazione

con la matrice MB (f).

DIMOSTRAZIONE. Questo € un calcolo diretto:

FOqvr+- 4 Avn) = DX f(v;)
j=1

n m
= E )\j E Aj5W;
j=1 i=1

Quindi I'i-esima entrata di ¢/ (f(w)) &

n
E aij)\j
Jj=1

Usando la definizione di moltiplicazione con le matrici si trova che questa e anche
li-esima entrata di A - (Ag, Ao, . .., An) 7. O

Quindi abbiamo un diagramma

V4f>W

Mg (f)-

ESEMPIO 5.37. Sia V =W = R|z]<s. Sia f : V — W la mappa che manda un
polinomio p(z) alla sua derivata p’(z). Siano B e B’ le basi canoniche (1, z, 22, z3).
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Allora f(1) = 0; f(z) = 1; f(2?) = 2z; f(2®) = 32?

Mg(f) =

o wo o o

10
0 2
0 0
0 0

o o o o

EseMPIO 5.38. Sia V = R[z]<z e W = R3. Let f : V — W la mappa che man-
da un polinomio p(z) a (p(0),p(—1),p(1)). Siano B la base canonica (1,z, 2%, x3)
di V e B’ la base canonica di R® . Allora f(1) = (1,1,1); f(z) = (0, —1,1); f(2?) =
(0,1,1); f(z3) = (0,-1,1) e

1 0 0 0
ME(fH)=[1 -1 1 -1
1 1 1 1

PROPOSIZIONE 5.39. Siano f:V — W e g: W — Z funzioni lineari. Siano
B, B’,B" basi per V,\W, Z. Allora

ME (g0 f) = ME (9)ME ()
PRIMA DIMOSTRAZIONE. Abbiamo che ¢ o (go f)opz' & la moltiplicazione
con Mg”(g o f). Abbiamo che
ppro(gof)ops' = ¢progoidwofowy!
pBrogoyg opp o fopy
(pprogopp)o(pp ofopp')

L’ultima riga e semplicemente applicare prima la moltiplicazione con M }33/ (f) e
dopo la moltiplicazione con M5, (9). Quindi

ME (9 ME (f) = ME (g0 f)
O

SECONDA DIMOSTRAZIONE. Sia B = (v1,...,v,), sia B’ = (w1,...,w,) e sia
B" = (z1,..., 2m)-

Sia ME = (ay;) e ME, = (by). Allora f(vj) = > h_, agjwr e glwy) =
S bikzi. Quindi

9(f(vj)) = g (Z akjwk>
k=1
= Zakjg(wk)
k=1
= Zakj (Z bik%‘)
k=1 1=1
= Zm: <Z bikakj> Zi

Quindi al posto (i, 7) della matrice troviamo il coefficiente di z; in f(v,), quindi
P
> bika;
k=1

Dalla definizione del prodotto di matrici segue che questo ¢ anche lentrata (i, j) di
ME (9)ME (f). 0
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COROLLARIO 5.40. Sia f:V — W un isomorfismo, allora
Mg (f~4) = (Mg (f))™
DIMOSTRAZIONE. Sia f un isomorfismo e f~! la sua inversa. Allora f=!o f:
V — V ¢ la funzione idy. Sia B = (v1,...,v,). Allora idy(v;) = v; e quindi
MB(idy) = I,,. Similmente troviamo che M5, (idw) = I,,. La proposizione adesso

implica che

ME(fYME (f)=ME(f' o f) = ME(idy) = I,

ME (HME/(f~) = ME (fo f~') = Mg (idw) = I,
Quindi MB (f~1) = (ME'(f))~". O
EsempIo 5.41. Sia Ry /p : R? — R? la rotazione con angolo 7/2, e sia S :
R? — R? la riflessione rispetto alla retta z; = 0. Allora le matrici corrispondenti

sSono
0 -1 -1 0
1 0/)%\Lo 1

La matrice della composizione S o R/, rispetto alla base canonica ¢:
-1 0\ /0 -1} (0 1
o 1\t o) \1 0
ESEMPIO 5.42. Sia Ry : R?2 — R? la rotazione con angolo 6. Allora la matrice

rispetto alla base canonica ¢
cosf) —sinf
sinf  cosf

Usando la formule per I'inversa di una matrice 2 x 2 troviamo che la matrice inversa
cosf) sinf\ (cos—f —sin—0
—sinf cosf)  \sin—0 cos—0

Quindi Ry ' = R_.
5. Matrice del cambiamento di base

Adesso vogliamo studiare che cosa succede con la matrice di una funziona li-
neare quando cambiamo le basi. Da ora in poi denoteremo la base canonica di uno
spazio vettoriale con &.

Iniziamo col capire cosa succede per uno spazio fissato. Siano Bj, Bo basi di
uno spazio vettoriale finitamente generato V. Allora un qualsiasi vettore v € V
puo essere scritto rispetto ad entrambe le basi, diciamo v = vp, = vp,. Vogliamo
studiare la matrice dell’applicazione lineare

dy: V>V

la cui matrice associata Mgf (idy) soddisfa

Mg2(idv)(pp,0) = @B, v.

Da un altro punto di vista, vogliamo studiare quanto la matrice di una funzione
lineare dipenda dalla scelta di una base. Per esempio sia f : V' — W una funzione
lineare, By, B basi (ordinate) di V e B’ una base ordinata di W. Allora possiamo
applicare la formula per la matrice di una composizione di funzioni foidy = f e
troviamo ) ) )

ME, (f) = Mg, (f oidv) = M, (f)Mpg? (idy).
Troviamo un risultato analogo se cambiamo la seconda base. La matrice M 521 (idy)
determina la dipendenza dalla scelta della base. Per questo motivo definiamo:
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DEFINIZIONE 5.43. Chiamiamo Mgf (idv) la matrice di cambiamento di base
da By a Bs e la denotiamo con Tgf.

ESEMPIO 5.44. Sia V = R? e siano B = ((1,2),(1,1)) e B’ = ((1,—1),(0,1)).
Vogliamo considerare la funzione lineare idy : Vg — Vg/. Al solito dobbiamo con-
trollare quali siano le immagini dei vettori della base del dominio, dove ricordiamo
che le cooridnate dei vettori delle basi sono espressi rispetto alla base canonica degli
spazi vettoriali.

Otteniamo quindi

(), 6), (), 0. G),

Allo stesso modo
()= (). =1 (). =2 (),- ),
B £ /e £ B’
/ 1 1
' =(; 2)

Ottenendo quindi la matrice
PROPOSIZIONE 5.45. Sia f : V. — W una funzione lineare, siano By, Bo basi
ordinate di V' e siano BY, Bb basi ordinate di W. Allora

B Bj 5 rB1 1
Mp2(f) = Ty Mp! ()T,

DIMOSTRAZIONE. Possiamo riscrivere f = idy of o idy e usando la formula
nella Proposizione 5.39 troviamo

B; B} . . Bj . B, . BY 2 B,
M2 (f) = Mp? (idw of oidv) = My? (idw) Mp! (/)M (idv) = T My (/)T
O
Dalla Proposizione 5.39 seguono inoltre i seguenti corollari.

COROLLARIO 5.46. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita e siano
B, B’ basi di V. Abbiamo che T§ = (T5)~'.

COROLLARIO 5.47. Se f : V — V & un endomorfismo ¢ B e B’ sono basi di
V. Allora

Mg (f) = QME(HQ™
con Q=TEF .
Inoltre si mostra facilmente il seguente.

COROLLARIO 548. Se B = (v1,...,v,) € una base di R™ ed £ ¢é la base
canonica. Allora le colonne di Mg (idgn) sono vi,...,v,.

EsSeEMPIO 5.49. Ricordiamo che &, ¢ la base canonica di R™. Sia B la base
((1,1,1), (2.3,3), (3,4,5)). Allora

1 2 3
TE=1|(1 3 4
1 3 5
Per trovare TgB dobbiamo esprimere €1, e2, e3 come combinazione lineare dei vettori

di B. Denotiamo questi vettori con vy, vq,v3. Allora

e1 = 3v1 — vg; ea = —v1 + 2U9 — vU3; e3 = —v1 — Vg + U3



6. APPLICAZIONI AI SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI 57

Quindi
3 -1 -1
P=1-1 2 -1
0 -1 1

Sia adesso f : R? — R? la moltiplicazione con

2 =3 1
A= (—1 2 —1) '
Allora abbiamo visto che M, 5532( f) = A. Quindi
M (f) = Mg ()Ty' = ATy

Se per R? prendiamo la base C' = ((2,3), (1,2)) allora troviamo che

-1
e (2 1\ o (2 1\ (2 -1
TC‘(?, 2>eT52_(3 2) T \-3 2

Quindi un calcolo standard adesso mostra che
c C A€ 0 -5 =2
JM’B(]C)ZTSQATB3 = (0 8 3)‘

TEOREMA 5.50. Siano V' e W spazi vettoriali di dimensione finita. Sia f :
V — W una funzione lineare. Allora esistono basi (v1,...,v,) diV e (w1,...,wy)

di W tali che
/ I, 0

DIMOSTRAZIONE. Sia r la dimensione dell’immagine di f, allora dimker(f) =
n — r. Prendiamo adesso una base {v,t1,...,v,} per ker(f). Tale base puo essere
estesa ad una base {vy,...,v,} di V. Prendiamo w; = f(v;) peri=1...,r.

Allora sappiamo che im(f) & generata da f(v1),..., f(v,). Dal fatto che f(v;) =
- . . N c1s
0 peri > rsegue che im(f) ¢ gia generata da f(v1), ..., f(v,), quindida wy, ..., w,.
Dal fatto che dimim(f) = r segue che questi vettori costituiscono una base e sono
quindi linearmente indipendenti. Adesso possiamo estendere {wy,...,w,} ad una
base {wy,...,wy} di W.

Per trovare adesso la matrice ME'(f) si nota che per i < r abbiamo f(v;) = w;.
Quindi [f(vi)]pr = e; per @ = 1,...,r. Per i > r abbiamo f(v;) = 7. Quindi
[f(v;)]Br = 0. Allora le prime r colonne sono zero, con 'eccezione della posizione
(7,7) dove c’® un 1 e le altre colonne contengono soltanto 0. O

DEFINIZIONE 5.51. Siano A, B due matrici n X n. Diciamo che A e B sono
simili se esiste una matrice @), invertibile, tale che

A=Q 'BQ

OSSERVAZIONE 5.52. Due matrici A e B sono simili se e solo se esiste un
endomorfismo f : K" — K™ e basi C,C” tali che A = MS(f) e B = MS, (f).
(Quindi se e solo se sono matrici di un endomorfismo rispetto a basi diverse.)

6. Applicazioni ai sistemi di equazioni lineari
Sia A una matrice m x n. Allora abbiamo visto che
flx) = Az

definisce una funzione lineare K™ — K™.

LEMMA 5.53. Abbiamo che Sol(A76>) = ker(f).
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DIMOSTRAZIONE. z € Sol(A, ﬁ) se e solo se Az = 0 se e solo se flx) = T se
e solo se z € ker(f). O

LEMMA 5.54. Sia b € K™. Allora Sol(A,b) = () oppure per ogni x € Sol(A,b)
abbiamo che

Sol(A, b) = {a} + Sol(4, 0)
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo che per z € Sol(A,b) vale
Sol(A,b) = f~1(b) = {z} + ker(f) = {a} + Sol(4, 0).
]

OSSERVAZIONE 5.55. Se b # ﬁ allora una soluzione x; di Ax = b si chiama
una soluzione del sistema inomogeneo. Questo risultato dice che per trovare tutte
le soluzioni di un sistema inomogeneo e sufficiente determinare una soluzione e
sommare a questa soluzione tutte le soluzioni del sistema omogeneo (il sistema con
b= 6>) Questa osservazione e molto utile nel caso in cui si debbano risolvere vari
sistemi associati alla stessa matrice A, ma con diversi valori per b, e si possa trovare
facilmente una soluzione per il sistema Az = 6>

LEMMA 5.56. Se Sol(A,b) # 0 allora ci sono n—rg(A) incognite libere e rg(A)
incognite determinate.

DIMOSTRAZIONE. Il rango di A & uguale al numero di pivot nella forma a scala
di A (vedi Proposizione 4.61). Quindi il numero di incognite determinate (che & il
numero di pivot) & uguale a rg(A). Le incognite libere sono le altre e quindi ci sono
n —rg(A) incognite libere. O

TEOREMA 5.57 (Teorema di Rouché-Capelli). L’insieme Sol(A,b) # 0 se e
solo se

rg(A[b) = rg(A).

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo che x = (z1,...,2,) € Sol(A,b) se e solo se Ax =
b. Possiamo adesso riscrivere questa condizione nella seguente formulazione

1,1 ai.2 a1,n b1

az1 az 2 a2.n by
T1 . + T2 . +ooota, . =

am,1 Am,2 Am.n bm

Quindi Az = b ha una soluzione se e solo se b ¢ una combinazione lineare delle
colonne di A. Quest’ultima condizione ¢ equivalente al fatto che b sia nel spazio
delle colonne di A, che & equivalente a rg(A|b) = rg(A). O

PROPOSIZIONE 5.58. Sia A € M,,xn(K). Allora

(1) Ax = b_)ha soluzioni per ogni b € K™ se e solo se rg(A) = m.
(2) Az = 0 ha un’unica soluzione se e solo se rg(A) = n.

DIMOSTRAZIONE. Per la prima condizione abbiamo che Az = b ha una solu-
zione per ogni b € K™ se e solo se ogni b € contenuto nello spazio delle colonne di
A. Quindi se e solo se lo spazio delle colonne di A & K™, che ha dimensione m.

1l sistema Ax = 0 ha sempre la soluzione 6> Questa e 'unica soluzione se e
solo se non ci sono incognite libere. Il numero di tali incognite & n —rg(A) e quindi
questo succede se e solo se n = rg(A). O
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EseEMPIO 5.59. Sia

2 -4 0
A=15 —-10 3
1 -2 1

Si controlla facilmente che le tre righe sono linearmente dipendenti. Infatti, la forma
a scala ha due pivot, e quindi rg(A) = 2. Allora dim Sol(A4, ﬁ) =3-r1g(4) =1.
Dal fatto che (2,1,0) € Sol(A, ﬁ) segue adesso che Sol(A4, ﬁ) = span((2,1,0)).

Se prendiamo adesso b = (—2,—2,0). Allora (1,1,1) € Sol(4,b) e quinidi

1 2 1+ 2t
Sol(A,b) = 1 +span (1] = 1+t ||teR
1 0 1

7. Determinare nucleo e immagine

Siano VW spazi vettoriali finitamente generati, f : V — W una funzione
lineare. Siano B = (vy,...,v,) e B’ = (wy,...,wy,) basi ordinate di V e di W. Sia
Mg/ (f) la matrice di f rispetto a B e B’.

Sia g : K™ — K™ la moltiplicazione con Mg/ ().

PROPOSIZIONE 5.60. Abbiamo che o5 manda ker(f) a ker(g) e che o manda
im(f) a im(g).

DIMOSTRAZIONE. Sia v € ker(f) allora f(v) = T e quindi ¢p/(f(v)) = .
Abiamo visto che g o f = gopp. Quindi g(pg(v)) = T e p(v) € ker(g).

Se x € ker(g) allora g(z) = 0. Da g = ¢p o fopg" segue che pz'(2) €
ker ppro f. La funzione ¢p/ € un isomorfismo, quindi ¢ iniettiva e ker pp 0og = ker g.
Quindi ¢ induce la correspondenza tra ker(f) e ker(g).

Similmente troviamo

op/(im(f)) = im(pp o f) =im(g o pp) C im(g)

o5 (im(g)) = im(pp/ 0 g) = im(f o pj') Cim(f)
0

TEOREMA 5.61. Siano V,W spazi vettoriali finitamente generati, f : V — W
una funzione lineare. Siano B = (v1,...,v,) € B' = (wy,...,wy,) basi ordinate di

VediW. Sia A= Mg/(f) la matrice di f rispetto a B e B'. Allora
dimim(f) =rg(A) e dimker(f) = dim Sol(A,ﬁ)

DIMOSTRAZIONE. Possiamo restringere 'isomorfismo ¢p/ : W — K™ a im(f).
Dal fatto che ¢ ¢ lineare e im(f) & un sottospazio segue che @|im gy : im(f) — K™
& una funzione lineare. La restrizione di una funziona iniettiva rimane iniettiva
quindi @iy € iniettiva.

Dalla discussione di sopra segue che o(im(f)) = im(g). Quindi troviamo una
funzione lineare e biettiva vplim(y) : im(f) — im(g). Dai Corollari 5.26 e 5.25
segue che un isomorfismo manda una spazio vettoriale in uno spazio della stessa
dimensione quindi dim(im(f)) = dim(im(g)).

Similmente si trova che dim(ker(f)) = dim(ker(g)).

La mappa g & la moltiplicazione con una martrice A. Lo spazio vettoriale im(f)
e generato da Avy,..., Av, dove {v1,...,v,} & una base di K. Se prendiamo la
base canonica {ey,...,e,}, allora Ae; ¢ la i-esima colonna di A. Quindi im(g) &
generato dalle colonne di A. Quindi im(g) ¢ lo spazio delle colonne di A, che ha
dimensione rg(A).
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Abbiamo gia visto che ker(g) = Sol(A4, ﬁ) Quindi
dim(ker(f)) = dim(ker(g)) = rg(A).
U

EseMPIO 5.62. Sia f : R[z]<3 — R3 la funzione lineare che manda p(z) a
(p(0),p(—1),p(1)). Abbiamo visto che la matrice di f rispetto alle basi canoniche &

1 0 0 O

1 -1 1 -1

1 1 1 1
Una forma a scala di questa matrice e

1 0 0 O

0 -1 1 -1

0 0 1 0

Quindi pp(ker(f)) & data da {(0,¢,0,—t) | t € R}. Quindi ker(f) & generato da
5(0,1,0,-1) = 2 — 2°

8. La matrice inversa

Nel Capitolo 2 abbiamo visto che una matrice n x n ha una matrice inversa se
la forma a scala di A non contiene una riga con solo zeri. Quest’ultima affermazione
& equivalente a dire che il rango di A & il numero delle righe di A che & n. Quindi
se rg(A) = n allora A & invertibile.

Adesso mostriamo che se il rg(A) < n allora A non ¢ una matrice invertibile.

DEFINIZIONE 5.63. Sia A una matrice m x n. Diciamo che B € M,,x,(K) &
un’inversa sinistra di A se BA = I,,. Diciamo che B € M,y (K) & un’inversa
destra di A se AB = I,,.

OSSERVAZIONE 5.64. La matrice inversa di una matrice A € M, x,(K) del
Capitolo 2 & una matrice che ¢ contemporaneamente un’inversa destra e un’inversa
sinistra.

LEMMA 5.65. Se la matrice A ha un’inversa destra allora rg(A) = m. Se la
matrice A ha un’inversa sinistra allora rg(A) = n.

DIMOSTRAZIONE. Se A ha un’inversa destra, allora per ogni v € K™ troviamo
v = I,v=(AB)v = A(Bv). Quindi v & nell'immagine della moltiplicazione con A.
Quinda la moltiplicazione con A e suriettiva e il rango di A € m.

Se A ha un’inversa sinistra, allorager ogni v € K" vale che BAv = I,v = v.
Quindi BAv # 0 per ogni v € K™\ {0 }. Quindi Av # O per ogni v. Quindi la
moltiplicazione con A ¢ una mappa iniettiva e troviamo con la formula del rango
(Teorema 5.23) che rg(A) = n. O

[II lemma segue anche dal Teorema 5.50]

LEMMA 5.66. Se il rango di A é m allora A ha un’inversa destra. Se il rango
di A én allora A ha un’inversa sinistra.

DIMOSTRAZIONE. Assumiamo prima che rg(A) = m e consideriamo la mappa
f: K™ — K™ definita da f(z) = Ax. Dal fatto che il rango di A & m segue che f &
suriettiva. Quindi esistono vy,...,v,, € K™ tali che f(v;) = ¢;. Da 5.11 segue che
esiste una funzione lineare g : K™ — K™ tale che g(e;) = v;. Quindi f(g(e;)) = e;
per ogni 7 e
L = ME™(f 0 g) = ME" (/)M (g) = AME" (g).
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(Dove &,, € la base canonica di K™ e &, la base canonica di K™.) Quindi MSS:l (9)
e la matrice inversa a destra.

Adesso assumiamo che rg(A4) = n e consideriamo la mappa f : K" — K™
definita da f(z) = Az. L’immagine di f & generata da wy := f(e1), ..., wy := f(en).
Dal fatto che la dimensione dell'immagine ¢ n segue che wi,...,w, ¢ una base
dell’immagine. Dal fatto che i w; sono linearmente indipendenti segue che esiste
una funzione lineare g : K™ — K" tale che g(w;) = e;. Quindi (g o f)(e;) =
9(f(e;)) =g(w;) =e;peri=1,...,nego f=1id. Siano &,, &, le basi canoniche
per K™ e K™ allora

I = Mg (id) = Mg (g0 f) = Mg () Mg (f) = Mg (9) A.
Quindi A ha un’inversa sinistra. O

PROPOSIZIONE 5.67. Una matrice n X n ¢ invertibile se e solo se rg(A) = n.
Quindi A é invertibile se e solo se I, é una forma a scala di A.

DIMOSTRAZIONE. Se A ¢ invertibile allora A ha una matrice inversa a destra e
una matrice inversa a sinistra, quindi il rango di A & n. Se il rango di A & n, allora
la forma a scala ha n pivots (Proposizione 4.61) e quindi non ha una riga con solo
zeri. Abbiamo visto nella Proposizione 2 che in questo caso A € invertibile. 0

Per le matrici quadrate abbiamo un risultato piu forte:

PROPOSIZIONE 5.68. Sia A una matrice n X n. Allora B ¢ un’inversa a destra
se e solo se B ¢ un’inversa a sinistra se e solo se B ¢ la matrice inversa di A.

DIMOSTRAZIONE. Se B ¢ un’inversa sinistra allora il rango di A ¢ n. Quindi
esiste anche un’inversa a destra C e troviamo

B=BI,=BAC=1,C=C
quindi B = C & un’inversa a destra. In modo simile si mostra che ogni inversa
destra ¢ un’inversa sinistra.

Quindi ogni inversa destra ¢ la matrice inversa di A ed ogni inversa sinistra ¢
la matrice inversa di A. O






