CAPITOLO 7

Prodotti scalari, forme bilineari e applicazioni

Iniziamo questo capitolo segnalando che, a differenza dei precedenti capitoli, la
teoria dipende in modo sostanziale dal campo sul quale si lavora. In particolare,
parti di questo capitolo funzionano soltanto nel caso K = R, 0 K = C.

1. Il prodotto scalare standard in R"™

Sia (z1,72) € R? un vettore. Allora la distanza tra il punto (z1,2) e 'origine
¢ \/x? + 3. Similmente (applicando adesso il teorema di Pitagora due volte),
troviamo che il punto (x1,79,23) € R3 ha distanza \/2? + 22 + 22 dall’'origine.
Possiamo quindi definire la lunghezza di un vettore (z1,...,2,) € R™ come

Vet +aht o +a

Prendiamo ora due vettori v = (z1,22) e w = (y1, y2). Consideriamo il triangolo
i cui lati sono formati da v e w. Allora troviamo che i tre lati hanno lunghezza

a= /23 +13,b= \/yf +y2c=/(z1 —11)? + (22 — y2)2.
Se « e I'angolo tra v e w troviamo, con il Teorema del coseno, che

2 =a® + b — 2abcos(a).

Adesso

A —a? == (z1— )’ + (22 —2)> — (@ +23) — (47 +43) = —(2z1y1 + 23202).

Quindi
T1Y1 + Tay2
ab '

Similmente troviamo col Teorema del coseno che per (z1,x2,3), (y1,¥2,y3) €
R3 vale

cos(ar) =

_ T1Y1 + T2Y2 + T3Y3
cos(a) = 3
a

DEFINIZIONE 7.1. 1l prodotto scalare standard su R™ & la funzione R™ x R™ —
R data da

VoW =Ty + oy + 0+ Tpln,
dove v =(21,...,2p) e W= (Y1, ,Yn)-
La lunghezza di un vettore v, scritto ||[v]|, & Vo -v = /27 + 23 + - + 22.

Quindi in R? ed R? abbiamo che I’angolo « tra v e w soddisfa
cos(a) = e
[ollfjwl
(Si nota che ci sono due angoli «, 8 tra i vettori v e w che soddisfano cos(a) =
cos(B).)
PROPOSIZIONE 7.2. Siano u,v,w € R™, A € R allora
(1) Se per ogniu € R™ abbiamo che u-v =0 allora v = 0.
(2) u-u>0. Inoltre se u-u =0 allora u = T. (Definito positivo)
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(3) u-v=uv-u. (Simmetrico)
(4) (u+ ) - w=u-w+I-weu-(v+Aw) =u-v+ u-w. (Bilinearitd)

DIMOSTRAZIONE. Sia v = (y1,...,yn). Dal fatto che per u = e; abbiamo
u - v = 0 e, contemporaneamente u - v = y;, segue che y; = 0 per ogni 4.
Se u = (x1,...,2,) allora

2 2 2
u-u=r|+r5+- -+,
Quindi u - u & non-negativo perché & una somma di quadrati. Se u-u = 0 allora
xf:Operogniieu: 0.

La terza e la quarta properieta sono conseguenza della definizione ed alcuni
semplici calcoli. O

PROPOSIZIONE 7.3. Perve R®, A€ R

(1) [[Av] = [Al[[o]].
(2) |lvll =0
(3) ||v|| # 0 per ogni v # 0.
DIMOSTRAZIONE. Se v = (x1,...,%,) allora Av = (Ax1,...,Ax,). La prima

properieta segue da

ol = SO
\/ A2 Z z?
VeSS a?

[All[ol

La seconde e la terza properieta seguono dalla proposizione precedente e dal
fatto che [jv]| = /v - v. O

PROPOSIZIONE 7.4. Per u,v € R" abbiamo le sequenti uguaglianze.
(1) llu+ol? = flul® + [[o]* + 2(u - v).
(2) Nlu+ol* + flu = v]|* = 2[Ju]* + 2||v]*.
DIMOSTRAZIONE. La prima uguaglianza segue da
lut+v? = (u+v)-(u+v)=u-(u+v)+v-(uto)
= u-utu-v+v-u+t+v-v
= w-ut+2u-v)+v-v
= |lul® + ol +2(u - v)
La seconda uguaglianza segue da
lut ol +llu—ol* = ((ut0v): (utv)+((u—2v) (u-w))
= w-ut2u-v)+v-v+u-u—2u-v)+v-v
= 2(u-u)+2(v-v)
2[[ul? + 2/v]|?

PROPOSIZIONE 7.5 (Cauchy-Schwarz). Abbiamo

[(v-w)| < lolf[Jwl]
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DIMOSTRAZIONE. Se w = 0 non ¢’® nulla da mostrare.
Assumiamo che w # 0. Per ogni A € R.
0<(v—2w)(v—Aw)=v-v—2 - w+ \w-w

v

Consideriamo ora A =

“ trovando

N2 N2
OSU'U—Q(v w) +(v w)

Quindi
a2
0<v v— (v-w)
(w-w)
e
(v w)? < [Jv]]wl]|*.
Prendendo la radice quadrata otteniamo la disuguaglianza cercata. O

OSSERVAZIONE 7.6. Si ottiene quindi che per due vettori v,w € R™ possiamo
definire 'angolo tra v e w come il numero « tale che cos(a) = m Questa
osservazione ci permette di estendere il concetto di angolo ad un qualsiasi spazio

vettoriale dotato di prodotto scalare.

EseMPIO 7.7. Siano v = (1,1,1),w = (1,2,2) € R3. Allorav-w =5, v-v =
3,w-w =19. Quindi cos(a) = \/;\/5 =3V3.
PRrOPOSsIZIONE 7.8 (Disuguaglianza triangolare). Per v,w € R™ abbiamo

[o+wl] < fJvf| + [|w]

DiMoOSTRAZIONE. Dalla Proposizione 7.4 segue che
[o+w|? = [lv]]* +2(v - w) + [Jw]]*.
Il lato destro e maggiorato da
[+ 2|(v - w)] + [[w]*.
Con Cauchy-Schwarz troviamo che ¢ al massimo
11 + 2[[olllw]] + [lw]* = (]| + [lw])*.
Quindi
(o +wl)* < (vl + wl])?.

Per concludere la dimostrazione ¢ quindi sufficiente considerare la radice quadrata
per entrambi i membri. O

DEFINIZIONE 7.9. La distanza tra u e v ¢ definita da
d(u,v) = [Ju — v
PROPOSIZIONE 7.10. (1) d(u,v) >0
(2) d(u,v) >0 seu #v.
(3) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).
DIMOSTRAZIONE. Le prime due properieta sono una conseguenza di
d(u,v) = [lu— ]|
. N - .-
che & sempre non-negativo, ed e uguale a zero se e solo se u —v = 0, quindi se e

solo se u = v.
Per la terza properieta utilizziamo che

d(u, w) = [Ju —w| = [[(u = v) + (v —w) [ < [[(u=v)[| + ]| (v —w)[| = d(u, v) +d(v,w)
|
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2. Forme bilineari simmetriche
In questa sezione considereremo K un campo qualsiasi.

DEFINIZIONE 7.11. Sia V uno spazio vettoriale. Una forma bilineare & una
funzione g : V x V. — K tale che per ogni w € V, le funzioni f; : V.— K con
fi(v) = g(v,w) e fa(v) = g(w, v) siano entrambe lineari.

La forma g & simmetrica se per ogni v,w € V abbiamo g(v,w) = g(w,v).

Se V' & uno spazio vettoriale di dimensione finita, g una forma bilineare e
B ={v1,...,v,} & una base di V, possiamo allora associare una matrice a g, che
determina g.

Siano v, w € V due vettori e consideriamo le loro coordinate rispetto alla base
B. Quindi v =) z;v;, e w =Y y;v;, con x;,y; € K. Allora troviamo che

n n n n
g(v,w) =g Zxﬂ)m Zyﬂ)j = ing(via Yjvj) = Z sz‘ng(vi, v;)
i=1 j=1 i=1

i=1 j=1

Quindi g & completamente determinata da g(v;,v;). Sia adesso A la matrice n x n
tale che a;; = (g(vi,v;)). Allora chiamiamo A la martrice di g rispetto a B.
Troviamo che

9(v,w) = pp(v)" App(w).

Viceversa, abbiamo che ogni matrice A € M,,«,(K) definisce una forma bili-
neare

(v,w) = pp(v)" App(w).
Quindi le forme bilineari su V' corrispondono alle matrici n x n, dove n = dim V.

Ricordiamo che una matrice C' & simmetrica se CT = C.

LEMMA 7.12. La matrice A associata alla forma bilineare g ¢ simmetrica se e
solo se g ¢ simmetrica.

DIMOSTRAZIONE. Se g ¢ simmetrica allora g(v;,vj) = g(v;,v;). Allora
(AT)ij = Aji = g(vj, vi) = g(vi,v;) = Ayj.
Quindi A & simmetrica.
Se A & simmetrica allora
gv,w) = glv,w)"
= (pp(v)" App(w)”
= W) AT (p(0)")"
= ¢p(w) App(v)
= g(v,w)
(La prima uguaglianza & conseguenza del fatto che per una matrice 1 x 1 abbiamo
M7T = M. Per la terza uguaglianza utilizziamo che (BC)T = CT BT Per la quarta

utilizziamo che (BT)T = B ed il fatto che A & simmetrica.)
Quindi g € simmetrica. O

LEMMA 7.13. Sia g una forma bilineare, A la matrice rispetto alla base B e A’
rispetto ad una base B'. Allora

A'=Q"AQ

con Q =TE,
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DIMOSTRAZIONE.
g9(v,w) = pp(v)" App(w) = (THep (V)" A(TE¢r (v) =
= (Qep (1)) AQpr (v) = vr/ (V)" QT AQpp: (v).
O

DEFINIZIONE 7.14. Sia g una forma bilineare simmetrica su uno spazio vetto-
riale V. Il nucleo di g & 'insieme

ker(g) ={veV | glv,w) =0 perogniweV}.

Un forma bilineare simmetrica g su V si dice non degenere se ker(g) = 0,
altrimenti si dice degenere.

OSSERVAZIONE 7.15. Sia g : V x V — K una forma bilineare simmetrica. Sia
W un sottospazio vettoriale di V' tale che V' = ker(g) ® W. Adesso si pud mostrare
che la restrizione di g a W x W definisce una forma bilineare simmetrica, che & non
degenere.

OSSERVAZIONE 7.16. Sia I = {v € V | g(v,v) = 0}, allora I consiste dei vettori
isotropi. Ovviamente abbiamo che ker(g) C I. In generale I non ¢ un sottospazio
vettoriale. -

Nel caso che non ci sono vettori isotropi, quindi quando I & { 0 }, allora troviamo

che ker(g) = {ﬁ} e che g € nondegnere.

LEMMA 7.17. Sia g una forma bilineare simmetrica su uno spazio finitamente
generato V, A la matrice di g rispetto ad una base B. Allora g é non degenere se
e solo se det A # 0.

DIMOSTRAZIONE. Se det(A) = 0 allora le colonngdi A sono linearmente dipen-
denti. Quindi esiste un v 75_)0 tals che A-pp(v) = 0. Quindi g(v, w) = g(w,v) =
ep(w)T App(v) = pp(w)" 0 = 0.

Assumiamo adesso che det(A) # 0. Siav € V,v # 0. Allora esiste un ¢ tale che
op(v); # 0. Sia w tale che pp(w) = A~ te;. Allora

9(v,w) = 5 (V)" App(w) = ¢p(v) - i = B (v); # 0
Quindi v & ker(g). O
DEFINIZIONE 7.18. Sia V uno spazio vettoriale e g : V' x V — K una forma
bilineare simmetrica non-degenere. Due vettori u,v € V si dicono ortogonali se
g(u,v) = 0. Due sottospazi U, W C V si dicono ortogonali se g(u, w) = 0 per ogni

uelUeweW.
Dato un sottoinsieme S di V' definiamo il suo ortogonale come

St ={veV|gvw) =0, Ywe S}.

PROPOSIZIONE 7.19. Sia V uno spazio vettoriale, g una forma bilineare sim-
metrica, S un sottoinsieme di V. Allora:

(1) S+ ¢ un sottospazio vettoriale di V,
(2) S+ = span(S)*.
(8) S Cspan(S) C (S*+)*.

DIMOSTRAZIONE. Per il primo punto notiamo che se g(vi,w) = 0 per ogni
w € S e g(va,w) =0 per ogni w € S allora per ogni w € S abbiamo che

g(v1 + Avg,w) = g(v1,w) + Ag(ve, w) = 0.

Quindi se vy, vy € ST allora v; + Avy € S+. Inoltre 6> e St
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Per il secondo punto notiamo che per ogni coppia di insiemi S, T tali che S C T
abbiamo T+ C S+. Quindi span(S)* C S+. Sia v € S*. Sia w € span(S). Allora
esistono wy, ..., wg € S, A1,...,A\x € K tali che w = A\jwy + - - - + Apwy. Allora

k k
g(U, ’lU) =49 <U7 Z >\le> = Z Aig(vv wz) =0.
=1 i=1

Quindi v € span(S)=*.
Il terzo punto viene lasciato come esercizio per il lettore. O

EseMPIO 7.20. Sia W = span((1,2,3,0),(0,1,2,4)) C R*. Allora W+ consiste
di tutti i vettori che sono ortogonali sia a (1,2,3,0), che a (0,1,2,4). Quindi
wt = {(z1, 22, 23,24) € R* | 1 + 2x9 + 3x3 = w9 + 225 + 44 = 0}.

Quindi W+ = Sol(A, ﬁ), dove
1 2 30
A= <O 1 2 4) ’
LEMMA 7.21. Sia V uno spazio vettoriale e W un sottospazio di V. Allora
abbiamo che W N W+ ¢ un sottospazio di V.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo dimostrato nella precedente proposizione che W+
€ un sottospazio vettoriale di V, quindi otteniamo il risultato dalle proprieta dei
sottospazi vettoriali. O

LEMMA 7.22. Sia g una forma bilineare simmetrica non-degenere su uno spazio
vettoriale V' di dimensione finita. Allora per ogni sottospazio W

dim W + dim W+ = dim V/
DIMOSTRAZIONE. Dopo la scelta di una base B di V' possiamo identificare W
con la sua immagine tramite pp, e il suo sottospazio ortogonale ¢ I'immagine di

Wt E quindi sufficiente mostrare il risultato per V.= K". Sia A la matrice di g.
Dal fatto che g € non degenere segue che A sia invertibile.

Sia S = {wy,...,w;} una base di W. Sia B la matrice le cui colonne sono i
vettori di S. Allora un vettore v & in W=+ = S+ se
wl Av = f
per i =1,..., k. Questo succede se e solo se
(BTA)w=10.

Quindi S+ = Sol(BT A, ﬁ) Quando si moltiplicano matrici il rango rimane uguale
o si abbassa, quindi

rg(BT) > rg(BTA) > rg(BTAA™') = rg(B).
Risulta quindi che rg BTA = rg BT = k, e dim W = dim Sol(BTA, 0) = n—k. O
ESEMPIO 7.23. Se v € W N W+ allora g(v,v) = 0. Quindi se per ogni v €
Vv # ﬁ vale che g(v,v) # 0 allora troviamo per ogni W C V che
V=waw

Per esempio nel caso in cui g sia il prodotto scalare standard su R™ abbiamo
che R" = W @ W+. In quel caso abbiamo inoltre che W C (W4)L e dimW =
dim(W)+, quindi W = (W+)+.

Se invece prendiamo

g((z1,y1,21,t1), (22, Y2, 22, t2) = T1T2 + Y1y + 2122 — tits
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allora ¢((0,0,1,1),(0,0,1,1)) = 0 e quindi abbiamo che per W = span((0,0,1,1))
vale W Cc W,

3. Forme bilineari simmetriche reali

Per questa sezione considereremo K = R. Sia g : V x V — R una forma
bilineare simmetrica.

DEFINIZIONE 7.24. Sia g una forma bilineare simmetrica. Allora
(1) g & definita positiva se per ogni v € V con v # 6) abbiamo g(v,v) > 0.
(2) g & semidefinita positiva se per ogni v € V abbiamo g(v,v) > 0.
(3) g & definita negativa se per ogni v € V con v # T abbiamo g(v,v) < 0.
(4) g & semidefinita negativa se per ogni v € V abbiamo g(v,v) < 0.
(5) g & indefinita se esistono v,w € V con g(v,v) < 0 e g(w,w) > 0.

EseEmpio 7.25. 11 prodotto scalare standard ¢ definito positivo.
Invece se g : R* x R* — R ¢ definito da z1y1 + T2ys + x3ys — x4ya, allora
gler,e1) =1 e g(eq,eq) = —1, ed & quindi indefinito.

DEFINIZIONE 7.26. Una forma bilineare simmetrica definita positiva ¢ anche
chiamata prodotto scalare, e verra denotato con la stessa notazione del prodotto
scalare standard, chiarendo ogni volta il contesto.

Uno spazio vettoriale metrico € uno spazio vettoriale V' provvisto di un prodotto
scalare. In questo caso ¢ possibile definire la lunghezza di un vettore come

lo]l = Vg (v, v).

EsEmPIO 7.27. Siano p e g due funzioni a coefficienti reali, continue nell’inter-
vallo [0, 1], allora si ha che

9(p.q) = /O p(z)q(w)dz,

¢ un prodotto scalare definito positivo.

OSSERVAZIONE 7.28. Per uno spazio vettoriale metrico valgono facilmente le
Proposizioni 7.2, 7.3, 7.4, 7.5, 7.8 e 7.10.

4. Proiezione, riflessioni e metodo di Gram-Schmidt

In questa sezione considereremo K = R. I risultati di questa sezione valgono
per prodotti scalari.

Iniziamo con alcune considerazioni preliminari. Dato uno spazio vettoriale V',
se possiamo scrivere V' = U @ W, allora possiamo ottenere due applicazioni lineari
abbastanza semplici indotte da questa costruzione. Sia v € V, allora v puo essere
scritto in modo unico come v = u+w, con u € U e w € W. Abbiamo quindi le due
seguenti applicazioni lineari.

e la proiezione di V su W lungo U, definita da pw (v) = w.
o la riflessione di V rispetto a W in direzione U, definita dal ry (v) = w—u

E facile dimostrare che queste due applicazioni sono lineari.

ESEMPIO 7.29. Iniziamo con un esempio 2-dimesionale. Sia V = R? e sia

1 1
s={u=() = ()}
una base di R2.

Oramai sappiamo benissimo che un qualsiasi vettore di R? si scrive univo-
camente come combinazione lineare di v; e ve. Consideriamo ora le applicazioni



92 7. PRODOTTI SCALARI, FORME BILINEARI E APPLICAZIONI

lineari di proiezione e riflessione su vy nella direzione vo. In particolare, per ogni
v = av + bvy abbiamo

Dy, (V) =avy e 71y, (v) = avy — bus.

Inoltre, nella base B le matrici di queste applicazioni lineari sono molto semplici

da calcolare
1 0 1 0
Mg (pUI) = (O O) € Mg(rvl) = <0 _1> .

Qual ¢ I'unico problema? Il fatto che sia spesso difficile scrivere un vettore in
una base qualsiasi.

Nel resto della sezione cercheremo di raffinare questa costruzione scegliendo in
modo opportuno gli spazi W e U, in modo che la proiezione e la riflessione siano
collegate al concetto di prodotto scalare e vedremo come per alcune basi particolari
il prodotto scalare ci aiuti a scrivere i vettori nel modo piu intelligente possibile.

PROPOSIZIONE 7.30. Sia V' uno spazio vettoriale e W un sottospazio di V.
Allora V=W @ W=.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che dim W + dim W+ = dimV (Lemma 7.22).
Quindi basta mostrare che W e W+ sono in somma diretta. Se w € WNW allora
w-w = 0, dato che possiamo considerare il primo w € W ed il secondo w € W+,
Ma avendo scelto un prodotto scalare cio e possibile se e solo se w = 0. Quindi
Wawt={01. 0

Possiamo quindi scrivere ogni vettore v in modo unico come w+w’, con w € W
e w' € W+. Troviamo automaticamente una funzione di proiezione py : V. — W
con pyw(v) = w. La proiezione avviene nella direzione di W+ e per questo viene
chiamata proiezione ortogonale.

LEMMA 7.31. La funzione py € lineare.

DIMOSTRAZIONE. Siano vy = wy +w} e vy = wy +wh, con w; € W e w, € W,
Allora v1 + Ay = (wy + Awsg) + (w) + Mwh). Dal fatto che W e W+ sono spazi
vettoriali segue che wy + Awy € W e w) + Awh € Wt. Quindi

pw (V1 + Avg) = w1 + Awa = pw (v1) + Apw (v2)
OJ

OSSERVAZIONE 7.32. Nel caso in cui V' = R" e g ¢ il prodotto scalare standard,
si puo calcolare la matrice di py rispetto alla base canonica di R™ nel seguente
modo.

Sia {vy,...,v;} una base del sottospazio W di R™. Sia A la matrice con
v1, ..., v} come colonne. Allora per v € V vogliamo trovare x = (z1,...,z;) € R*
tale che pw (v) = z1v1 + -+ - + TEVE =: W.

Quindi w = Az e v —w € W+. In particolare AT (v — w) = 6> Quindi
ATy = ATw = AT Az. Allora, se AT A ¢ invertibile allora z = (AT A)~tATv e

w= Az = A(ATA)71 AT,
Quindi la matrice di py rispetto alla base canonica &
A(ATA)7TAT

(Si pud mostrare che AT A & invertibile se e solo le colonne di A sono linearmente
indipendenti.)

In certi casi possiamo trovare delle semplificazioni della formula. II nostro
prossimo obiettivo sara quello di spiegare un procedimento che dia una base per



4. PROIEZIONE, RIFLESSIONI E METODO DI GRAM-SCHMIDT 93

V tale che AT A sia una matrice diagonale. In questo caso (AT A)~1 & facile da
determinare.

Possiamo inoltre determinare una base tale che ATA = I;. In qual caso
troviamo che py (v) = AATv.

OSSERVAZIONE 7.33. Un altro modo per ottenere la matrice di pyy ¢ il seguente.
Data una base {vy, ..., v} di W, sia A la matrice con vy, ..., vy come colonne, allgra
W+ & Sol(AT, ). Quindi basta trovare una base {vii1,...,v,} per Sol(AT, 0).
Dal fatto che W @ W+ = V segue che B = {vy,...,v,} sia una base di V. Sia Q
la matrice le cui colonne sono i vettori v;. Allora py,(v;) = v; per ¢ < k (dato che i
v; sono in W) e py(v;) = 0 per i >k + 1. Quindi

A=) = Q () @

DEFINIZIONE 7.34. Sia V uno spazio vettoriale. Una base B = {vy,...,v,} &
detta ortogonale se per ogni 4, j con i # j abbiamo v; -v; = 0. Una base ortogonale
e detta ortonormale se v; - v; = 1 per ogni 1.

OSSERVAZIONE 7.35. Le basi ortogonali sono spesso utili nelle applicazioni. Per
esempio sia {v1,...,v,} una base di R™. Allora, per scrivere v come combinazione
lineare, dobbiamo scrivere v = > A\;v; e quindi dobbiamo determinare Sol(A,v),
dove la matrice A ha i vettori v; come colonne.

Se invece B = {vy,...,v,} & una base ortogonale possiamo trovare pg(v) in
modo molto pitt semplice. Scriviamo v =) A;v;. Allora v - v; & facile da calcolare.
Abbiamo infatti che

vV = (Z /\ﬂh‘) CUj = Z)\i(w : Uj) = A\jv; - vj.

V- vj

Quindi
Aj=

’Uj"Uj

EsemMPIO 7.36. La base {(2,1),(—1,2)} & una base ortogonale di R?. Se
vogliamo scrivere (5,3) come combinazione lineare dei due vettori troviamo che

(5,3)-(2,1) _ 13 _ (53)(=1,2) _ 1
MEDED = 5 €2 = o)l = 5
Quindi
13 1
53)=—(2,1)+ =(—1,2).
(5.3)= =21+ (-1,
PRrROPOSIZIONE 7.37 (Metodo di Gram-Schmidt). Sia {vy,...,v,} una base di
un spazio vettoriale. Allora
i—1
wi:vi_z wk'vzw
P W - W
e una base ortogonale di W.
DIMOSTRAZIONE. Siano W; = span(vy,...,v;). Mostriamo adesso che per ogni
i V'insieme {wy,...,w;} & una base di W;.

Lo facciamo con induzione su i. Per i = 1 abbiamo che vy # ﬁ e che wy = vy,
quindi non c’¢ nulla da mostrare.

Per l'induzione assumiamo che (wsq,...w;_1) & una base ortogonale per W;_1.
Sia A la matrice con wy, ..., w;_1 come colonne. Allora la proiezione ortogonale di
v; sSu Wi—l e

P(Wi)(vi) = A(ATA)ilAT’Ui.

La matrice ATv; & una matrice (i — 1) x 1 con entrate (ATv;); = (w; - v;). La

matrice (AT A) & la matrice formata da tutti i prodotti w; -w;. Dal fatto che la base
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sia ortogonale troviamo che la matrice & diagonale con (w; - w;) sulla diagonale.
Quindi ((ATA)"*ATv;)); = 1% ¢
J J

i—1

Wi - Uy
ij_l(v,;) = Z ! Wy .
k

Wk -+ w
— Wk " W

Quindi w; = v; — Py,_, (v;) € W . Usando induzione, troviamo che I'insieme
{w1,...,w;} & un insieme ortogonale. Da mostrare & che una base di W;. Chiara-
mente ogni wy, & una combinazione di vy, ..., vk, e quindi span{wy, ..., w;) C W;.
Dal fatto che dim W; = ¢ segue che basta mostrare che {ws,...,w;} & linearmente
indipendente.

Se w; fosse ﬁ allora v; = Pw,_,(v;) € W;_1. Dal fatto che (vq,...,v,-1) €
una base di V;_; = W;_; seguirebbe che {vy,...,v;} & linearmente dipendente, una
contraddizione col fatto che (v1,...,v,) € una base di V. Quindi w; # 6> Adesso
prendiamo Aq,..., A; tali che

XZ: )\kwk = 6>
k=1

Per j € {1,...,i} prendiamo il prodotto scalare con w;. Otteniamo
o i i
0=0 w; = <Z )\kwk> Swj = Zx\k(wk cwj) = Aj(w; - w;)
k=1 k=1
Dal fatto che w; # N segue che w; - w; # 0 e A\j = 0. Quindi {w,...,w;} sono

linearmente indipendente.

O

ESEMPIO 7.38. La proiezione ortogonale soddisfa Py |w = idw e Py |w+ = 0.

Quindi pw (pw (v)) = pw (v).
La riflessione in W & definita da Ry (v) = 2Py (v) — v. Quindi Rw|w = idw

e Ry |we = —idy.
Quindi Ry (Rw (v)) = v:
Rw(Rw(v)) = Rw(2Pw(v)—v)

= 2(Rw(Pw(v))) — Rw (v)
= 22Pw(Pw(v)) — Pw(v)) — (2Pw(v) —v)
= 2(2Pw(v) — Pw(v)) = 2(Pw(v)) + w
= 2Py (v) = 2Py (v)+w=w

ESEMPIO 7.39. Sia V = span(xy,22) C R2. Allora

(961,302) : (yhyz))
I% +$% (xlvxZ)

Py (y1,92) =

(z1,22) - (Y1,2))

R =2
v(y1,y2) CC% T CL’%

(z1,72) — (Y1, 92)

5. Isometrie

Sia f : R®™ — R"™ un endomorfismo. Siamo adesso interessati agli endomorfismi
che conservino properieta geometriche. In particolare, vogliamo che v e la sua
immagine f(v) abbiano la stessa lunghezza e che per due vettori v,w il coseno
dell’angolo tra v e w sia uguale al coseno dell’angolo tra f(v) e f(w). Questo
equivale a chiedere che per ogni v,w € R™

vow = fv)- fw).
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DEFINIZIONE 7.40. Un endomorfismo f : R™ — R"™ & chiamato una isometria
se per ogni v, w € R™ abbiamo

vow = fv) - fw).
Sia f un endomorfismo e A la sua matrice rispetto alla basa canonica. Allora

f(v) = Av e troviamo che
viw=v-w

F@)- flw) = (f()" fw) = (Av)" Aw = vT AT Av = T (AT A)w.
Quindi, se ATA = I, allora f & un’isometria. Invece, se f & un’isometria
troviamo che per e;, e;.

(In)ij = ei-ej = €] (AT A)ej = (AT A), ;.
Otteniamo facilmente il seguente risultato.

PRrROPOSIZIONE 7.41. Sia f : R™ — R™ un endomorfismo. Allora f é una
isometria se e solo se

Mg (F)" Mg (f) = In

DEFINIZIONE 7.42. Una matrice A € M, »,,(K) & chiamata ortogonale se AT =
AL

Quindi f & un’isometria se e solo se Mgg(f) & ortogonale.

LEMMA 7.43. Le colonne di una matrice ortogonale formano una base ortonor-
male di R"

DIMOSTRAZIONE. Siano vi,...,v, le colonne di A. Allora v; - v; = viij &
'entrata della matrice A7 A al posto (4, ).

Dal fatto che AT = A~! segue che ATA = A"'A = I,. Quindi v; - v; = 0 per
i#jev;-v; =1 O

LEMMA 7.44. Una matrice ortogonale A ha det(A) € {—1,1}.

DIMOSTRAZIONE. Sia A una matrice ortogonale. Allora
1 = det(I,,) = det(AT A) = det(AT) det(A) = det(A)?,
quindi det(A4) € {-1,1}. O

a

EsEmpPIO 7.45. Sia A = una matrice 2 x 2 ortogonale. Allora le

b
d
colonne formano una base ortonormale. Quindi il vettore corrispondente alla prima
colonna ha lunghezza 1 e quindi a? + ¢ = 1. In particolare esiste un ¢ € R tale
che a = cos(p), ¢ =sin(y).

La seconda colonna dovrebbe essere ortogonale alla prima quindi bcos(p) +
dsin(p) = 0. Allora d = rcos(p) e b = —rsin(y). Per avere che (¢, d) & un vettore
di lunghezza 1 abbiamo bisogno che

1 =%+ d* = r2(sin(p))* 4+ r? cos(p))? = r2.
Quindi 7 = 1 oppure r = —1. Quindi se A & ortogonale allora
_ (cos(p) —sin(p) _ (cos(p)  sin(p)
- <sm<¢> cos(p) ) PP A= Lsin(p) —cos(p))”

Adesso in entrambi i casi si puo calcolare AT A e si trova che AT A = I,. Quindi
queste matrici sono ortogonali.

Le matrici del primo tipo hanno determinante 1, quelle del secondo tipo hanno
determinante —1. Quelle del primo tipo sono le rotazioni di angolo .
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Il polinomio caratteristico delle matrici del secondo tipo & t2 — 1. Quin-
di gli autovalori sono 1 e —1. La matrice & simmetrica. Nella prossima sezio-
ne mostreremo che i due autovettori sono ortogonali. Quindi A ¢ la matrice di
una riflessione ortogonale rispetto ad una retta £. Un calcolo mostra che ¢ =

span (cos(—/2), sin(—/2)).
6. Teorema spettrale

Sia A una matrice n X n simmetrica reale, quindi una matrice associata ad una
forma bilineare simmetrica. Enunciamo prima il seguente lemma preliminare che
fa parte della dimostrazione del Teorema Spettrale.

LEMMA 7.46. Il polinomio caratteristico di A é un prodotto di fattori lineari.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che per ogni matrice reale il polinomio caratteri-
stico associato ¢ un prodotto di fattori lineari su C. Sia adesso A € C un autovalore
di A ewv € C"” un autovettore. Allora Av = Av. Denotiamo con Z il coniugato
complesso di z. Adesso abbiamo che

71 Av = 78 Mo = AT v)
e, utilizzando prima che A = AT e poi che A = A,
7T Av =57 (A)Tv =57 (A)Tv = (Av)Tv = MTv = Aol .

Quindi troviamo che Mo”7 -v = A\TT -v. Quindi 77 .v = 0 oppure A = X. Nel secondo
caso abbiamo che A € R. Ci basta quindi escludere il primo caso.

Sia v = (21,...,2,)C" allora v .v = i1 Zizi = Yoy |2i]?. Questa somma &
zero se e solo se z; = 0 per ogni i. Dal fatto che v # 0 segue che questo non sia il
caso e A = A. Quindi )\ € R. O

TEOREMA 7.47 (Teorema spettrale). L’endomorfismo di R™ associato alla
matrice A ha una base ortonormale di autovettori.

DIMOSTRAZIONE. Lo dimostriamo per induzione su n. Per n = 1 non c¢’¢ nulla
da mostrare.

Sia A autovalore. Allora esiste un autovettore v; € R"™. Lo possiamo nor-
malizzare in modo che |jv1]] = 1. Sia adesso {v1,ws,...,w,} una base di R™ che
contenga v1. Se applichiamo Gram-Schmidt troviamo una base ortonormale di R
{v1,v2,...,v,} che contiene v;.

La matice QT(Q contiene tutti i prodotti scalari v; - v;. Essendo una base
ortonormale troviamo QTQ = I,,. Quindi Q! = Q7.

Adesso la matrice B = Q7 1AQ ¢ simile ad A. Inoltre BT = (Q714Q)T =
(QTAQ)T = QTAT(QT)T = QTAQ = Q' AQ = B. Quindi B ¢ simmetrica.

La prima colonna di B &

Q 'AQer = Q 'Av = Q '\ =2Q v = Aey

Quindi la prima colonna contiene un elemento non zero al posto (1,1) ed il resto
e zero. Usando che B & simmetrica implica che anche il resto della prima riga sia
zZero,

La matrice A’ ¢ una matrice simmetrica che quindi ammette una base ortonormale
(per induzione) {v}, ..., v}, con v, € R""1. Adesso {e1, (0,v5), (0,v5),...,(0,v))
¢ una base ortonormale di autovettori di B. Quindi la matrice @’ associata a
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questa base € una matrice di autovettori. Otteniamo quindi una matrice ortogonale
R = QQ’ tale che RT AR sia diagonale. O

a b
b ¢
ha polinomio caratteristico t? — (a + ¢)t + ac — b*. Gli autovalori sono
a+ct/(a+c)?—4(ac—b?) _a+tct/la—c)?+4b?
2 B 2
Se a # ¢ 0 b # 0 ci sono due autovalori reali. Nel caso a = ¢, b = 0, la matrice
e gia diagonale.

ESEMPIO 7.48. La matrice

ESEMPIO 7.49. Si consideri la matrice
1 -1 2
A=1-1 1 -2
2 -2 4

(1) Determinare, se esiste, N ortogonale tale che D = N*AN sia diagonale.
(2) Determinare, se esiste, P invertibile e non ortogonale tale che D’ =
P~ AP sia diagonale.

OSSERVAZIONE 7.50. Il teorema spettrale ci permette di studiare in modo sem-
plificato le forme bilineari simmetriche su R™. In particolare la forma diagonale
fornisce tutte le informazioni di positivita per la forma bilineare.

Sia g una forma bilineare simmetrica, allora la sua matrice ¢ una matrice sim-
metrica. Quindi esiste una base ortonormale di autovettori {vy,...,v,} di R™ tale
che

D=Q 'AQ=Q"AQ
e diagonale. Siano Aq,..., A, gli autovalori associati agli autovettori {vy,...,v,}.
Considerando v = 3" z;v;, troviamo che g(v,v) = A\jx? + ... + A\, 22.

Possiamo facilmente concludere che g € semidefinita positiva se A; > 0 per ogni
i, ¢ definita positiva se per \; > 0 per ogni ¢. Similmente, sara (semi)defininita
negativa se soddisfa le condizioni A; < 0 (A\; < 0) per ogni i.

Sara una forma indefinita se esistono 7,7 tali che A\; <0 e A; > 0.

ESEMPIO 7.51. Si consideri la matrice
1 0
B=11 1

)

1
2
01 3

associata alla forma bilineare g : R® x R® — R.. Si classifichi la forma g.
Allora con lo sviluppo di Laplace troviamo che il polinomio caratteristico &

—t® 4+ 6t> — 9t +2
Si controlla facilmente che t = 2 & un zero. La divisione per (2 — t) risulta in
B 46t -9t +2=02—-t)(t> -4t +1)
Quindi gli altri due autovalori sono 2 4 /3.

OSSERVAZIONE 7.52. Adesso cerchiamo che cosa succede quando applichiamo
cambiamenti di base non ortogonali. Cominciando con una base {v1,...,v,} tale
che la matrice sia diagonale, possiamo adesso definire

{ \/1>\—2’Ui se /\17&0
w; = i

V; se /\120



98 7. PRODOTTI SCALARI, FORME BILINEARI E APPLICAZIONI

Allora la matrice rispetto a questa base ha soltanto entrate 0, —1,1. Il numero di
entrate uguale a 1 corrisponde al numero di \; positivi e il numero di entrate uguale
a —1 corrisponde al numero di \; negativi.

7. Forme hermitiane su C"*

Le forme bilineari simmetriche su C™ non hanno buone properieta come quelle
di R™. Per esempio ogni forma bilineare simmetrica ammette un vettore v € C™
tale che g(v,v) = 0 e v # 0. Per avere una teoria piu simile a quella su R" si
studiano maggiormente le forme sesquilineari.

Sia V' uno spazio vettoriale su C. Una forma sesquilineare ¢ una funzione
h:V xV — C tale che h(u + \v,w) = h(u,w) + Ah(v,w), ma h(u,v + Aw) =
h(u,v) + Ah(u,w). Una forma sesquilineare & chiamata hermitiana se h(u,v) =
h(v,u).

L’esempio standard su C™ e

h((z1,- - 2n), (w1, wy)) = Y 270
i=1

Per questo forma sesquilineare possiamo trovare risultati analoghi a quelli
ottenuti per forme bilineari reali.
(1) Se W C C™ & un sottospazio e h la forma hermitiana standard allora lo
spazio

W+ = {ve C"|h(v,w) =0 per ogni w € W}

ha dimensione n —dim W e W+ NW = {ﬁ}

(2) Ad ogni forma sesquilineare h e base B, possiamo associare una matrice
A tale che h(v,w) = pp(v)T App(w). Se h & hermitiana allora la matrice
¢ anche hermitiana, cioe, A = AT.

(3) Ogni matrice Hermitiana ha solo autovalori reali.

(4) Ogni matrice Hermitiana & diagionalizzabile su C ed esiste una base di
autovettori di C™ che sono ortogonali rispetto al prodotto hermitiano
standard.

(5) Per ogni forma sesquilineare abbiamo h(v,v) € R per ogni v € C". In
particolare, possiamo parlare di forme definite positive, negative, inde-
finite, semidefinite negative e semidefininite positive. Possiamo inoltre
determinare queste properieta dagli autovalori di A.

8. Spazio delle funzioni lineari e spazio duale*
Siano V, W spazi vettoriali. Allora possiamo considerare I'insieme di tutte le
funzioni lineari.
Mor(V,W) ={f:V — W | f funzione lineare}
Tale spazio ammette un’operazione di somma, definita da (f + g)(v) = f(v) + g(v).

Ammette inoltre I'operazione di prodotto con uno scalare, definito da (Af)(v) :=
Af(v). A questo punto & quasi scontato aspettarsi il seguente risultato.

LEMMA 7.53. L’insieme Mor(V, W) ¢é un spazio vettoriale.

DIMOSTRAZIONE. Lasciata al lettore per esercizio.

Se V e W hanno dimensione finita, (siano ad esempio n = dim V, m = dim W)
allora possiamo identificare Mor(V, W) con linsieme My, (K). Questa identifi-
cazione dipende dalla scelta di basi B, B’ per V e W. La mappa insiemistica &
definita da f — ME'(f).
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Si controlla facilmente che la mappa Mor(V, W) — M« (K) € lineare. Inoltre
e biiettiva.

Consideriamo ora il caso particolare in cui lo spazio vettoriale W abbia dimen-
sione 1. Per questa seconda parte considereremo K = R.

Sia V uno spazio vettoriale su R di dimensione finita. Sia f : V — R una
funzione lineare. Sia B = {v1,...,v,} una base di V. Allora f ¢ determinata dalla
matrice di f che & una matrice 1 X n. Abbiamo quindi una mappa

Mor(V,R) - R"
(che dipende da B) definita da

= (fo), -, fon)).

Consideriamo ora eq,...,e,, la base canonica di R" e sia un prodotto
scalare su R™. Ad ognuno dei vettori della base e possibile associare un elemento
di Mor(V,R). Sia e; un elemento della base canonica, definiamo la mappa che
associa un vettore al prodotto scalare con e;,

(2]

gi V= V- e;.

LEMMA 7.54. L’insieme di applicazioni lineari (gi,...,9,) ¢ una base dello
spazio vettoriale Mor(V,R).

DIMOSTRAZIONE. Sia f : V — R un’applicazione lineare e siano ¢; = f(e;).
Possiamo quindi considerare ’applicazione lineare

h = Z CiGi,
dove f ed h sono due funzioni V' — R. Abbiamo che
hie) = (O cigile;) = > ¢ilgile)) = ¢; = f(e;)

Quindi f e h coincidono se calcolate rispetto ad una base di V' e quindi sono uguali.
Inoltre se Y A\;g; = 0 allora per ogni v € R" troviamo

D Nigi(v) =0

Se v = e; allora g;(e;) = 0 per i # j e troviamo
Aj = Ajgile;) =0,

ottenendo quindi che I'insieme considerato ¢ linearmente indipendente, e quindi una
base. O

Quindi per ogni v € R™ otteniamo una mappa v* : w — w - v, che induce un
morfismo V' — Mor(V,R). Applicando tale morfismo ad una base di V' otteniamo
una base dello spazio Mor(V,R), anche denotato V*, lo spazio duale di V.

EsEMPIO 7.55. Sia V' uno spazio vettoriale su R e sia V* lo spazio vettoriale
duale. Dati v*, w* € V*, consideriamo ’applicazione

v'euw': VxV—= R
(@, y) = (v (2))(w"(y))

chiamata prodotto tensoriale. Tale applicazione € una forma bilineare su R".
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9. Prodotto vettoriale

Sia V = R"™. Prendiamo vy, ...,v,_1 vettori in R".
Allora la funzione f: R™ — R data da

f(v) =det(v1,...,0p-1,0)

¢ lineare.
Quindi f € Mor(R™,R). Abbiamo visto che le funzioni v — v - ¢; formano una
base di Mor(R"™, R). In particolare, per ogni g € Mor(V, R) esistono Ay,...,\, tali

che
g(v) = Z Aie; - v) = (Z )\iei) v

per ogni v € R™. Cioe esiste un w € R™ tali che g(v) = w - v per ogni v € R™.

DEFINIZIONE 7.56. Siano vq,...,v,_1 € R™. Allora il prodotto vettoriale di
V1,...,Un_1, denotato con vy X - - - X v,_1 € I'unico vettore in R™ tale che, per ogni
v € R™, si abbia

det(vy,...,vp—1,0) = (V1 X -+ X Vp_1) -V

LEMMA 7.57. Sia A la matrice avente come colonne i vettori vy ...,v,_1. Sia
A g matrice ottenuta da A togliendo la riga i. Allora

(V1 X -+ X Up_1); = (=1)F" det(AD)

DIMOSTRAZIONE. Sia B; la matrice quadrata avente come colonne i vettori
V1y...,Un_1,€i, € sila w =v; X --- X v,_1. Allora, da un lato abbiamo che

w; = e;-w = f(e;)
e dalla definizione di f segue che
f(e;) = det(By).

Possiamo calcolare det(B;) tramite lo sviluppo di Laplace lungo 1'ultima colonna e
troviamo

det(B;) = (=1)" ™ det((B;)"") = (—1)"*" det(AD)

(dato che I'ultima colonna di B; ha un’unica entrata diversa da 0.) Quindi

(Ul X+ X 'Un—l)i = w; = det(Bi) = (_1)i+n det(A(Z))

LEMMA 7.58. Siano vy,...,v,_1 € R™. Allora
(V1 X +++ Xvp_1) v, =0
per ognii € {1,...,n—1}.
DiMoSTRAZIONE. Dalla definizione segue che
(v1 X =+ X Up—q) - v; = det(vy,v9, ..., V1, V).

Dal fatto che la matrice ha due colonne identiche segue che il determinante & zero
e quindi
(v1 X +++ X vp_1)-v; =0.
O

. —
LEMMA 7.59. Siano vi,...,v,_1 € R™. Allora vi X --- X v,_1 = 0 se e solo
SE V1y...,Un_1 SONO linearmente dipendenti.
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DIMOSTRAZIONE. Se v1q,...,v,_1 sono linearmente dipendenti allora
det(vy,...,vp—1,v) =0

per ogni v. Quindi v-(v1 X+ Xv,—1) =0 perogniv € R" e quindi vy X+ Xv,_1 =
—
0.

Se v1,...,v,_1 sono linearmente indipendenti, allora esiste un
v e R™\ span(vy, ..., vp—1).
Quindi {v1,...,v,-1,v} sono linearmente indipendenti e
f(v) =det(vy,...,vp-1,v) # 0.
Da cui otteniamo che anche v+ (vy X+ -+ X v,_1) # 0, quindi vy X -+ - X v,_1 # ﬁ O

OSSERVAZIONE 7.60. Abbiamo visto che vy X -+ X v,_1 € span(v1,...,v,_1)"
Inoltre, se vy ...,v,_1 sono linearmente indipendenti allora vy X -+ X v,,_1 € una
base di span(vy,...,v,_1)".

DEFINIZIONE 7.61. Siano vy, ...,v, vettori in R™ allora il parallelepipedo ge-
nerato da vy, ...,Up, notato con P(vy,...,v,), ¢ Uinsieme

{t1v1++tnvn\0§t1§1}

Diremo che i vettori vq...,v, linearmente indipendente hanno orientamento
positivo (rispettivamente orientamento negativo) se det(vy,...,v,) & positivo (ri-
spettivamente negativo). Ovvero v ...,v, € equi-orientata con la base canonica se
det(vy,...,v,) & positivo.

In R2 e R? si puo introdurre il concetto di volume orientato. Dati v1,vs in R?
il volume orientato & pari all’area di P(v1,v2) (parallelogramma generato da vy, vs)
se v1, v2 hanno orientatamento positivo; mentre vale 'opposto dell’area di P(vy, v2)
se v1, vz hanno orientamento negativo. E chiaro che il volume orientato dalla basa
canonica € 1, e se v; = vy allora il volume & zero. Inoltre il volume orientato e
bilineare.

Similmente in R3 dati tre vettori vy, va, v3 il loro volume orientato & il volume
del parallelepipedo P(v1, v2,v3) se i vettori hanno orientamento positivo, altrimenti
¢ Popposto del volume di P(vy,v9,v3) se 1 vettori hanno orientamento negativo.
Anche in questo case il volume orientato ¢ multilineare alternante ed il volume
orientato della base canonica e 1.

DEFINIZIONE 7.62. Il volume orientato n-dimensionale € la funzione
vol, : R"xR"x---xR"—= R
che & multilineare, alternante e prende il valore 1 sulla base canonica.

Nel capitolo sui determinanti abbiamo visto che questa funziona ¢ unica ed ¢ il

determinante. Quindi vol, (v1,...,v,) = det(vy,...,v,).

PROPOSIZIONE 7.63. Siano vi,...,v,_1 € R™. Allora il volume n — 1-di-
mensionale (non-orientato) del parallelepipedo generato da vi,...,v,—1 € uguale
a

H’Ul X Vg X -+ Xvn,;[H

DIMOSTRAZIONE. Se vq,...,v,_1 sono linearmente dipendenti, allora vy X - - - X
Up_1 = 6> e il volume ¢ zero, quindi siamo a posto.

Assumiamo adesso che vy, ...,v,_1 siano linearmente indipendenti, e sia w =
V1 X =+ X Up_1.

Allora w & ortogonale su vy, ...,v,_1. Prendiamo v, = ”Tlﬂw
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Allora il volume n— 1-dimensionale del parallelepipedo generato da vy, ..., v,_1
e il volume n-dimensionale del parallelepipedo generato da vq,...,v,_1 e un ulte-
riore vettore ortogonale su i v; e di lunghezza 1. Quindi
vol,—1(P(v1,...,05-1)) = volp(P(v1,...,05-1,0p))
= det(vy,ve,...,0p_1,0n) =W v,

L’ultima uguaglianza viene dalla definizione del prodotto vettoriale.
Adesso

wevg = T = T = )
O

ESEMPIO 7.64. Adesso consideriamo il caso R3.
Siano v = (z1,22,73),w = (y1,%2,y3) due vettori R3. Allora il prodotto
vettoriale v X w e
T2Y3 — T3Y2
T3Yyr — T1Y3
T1Y2 — T2Y1

ESEMPIO 7.65. Consideriamo ad esempio i vettori v; = (1,2,3)7, vy = (1,0,1)T
ewvz = (—1,0,—1)7. Allora v; x va = (2,2, —2), con (2,2, —2)|| = 2v/3 e vy x v3 =
(0,0,0) con [[(0,0,0)[| = 0.



