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Esercizio 1

Sia V = Mays (R), M = (

(a)

1 2

3 5) e f(A,B)=tr (ATMB) con A,B€V.

Siano A € R, Ay, Ao, B, By € V. Calcoliamo:

F(A1 + My, B) = tr ((A1 4 AA,)T MB) — tr (AT + AAY) MB) =
=tr (A MB + MAJMB) = tr (A{ MB) + Mr (AJ MB) =
= [ (A1, B) + Af (A2, B);

dove abbiamo usato, nell’ordine, le proprieta della trasposizione matriciale, il fat-
to che il prodotto distribuisce le somme nell’anello delle matrici e la linearita
dell’applicazione traccia tr : V' — R. La linearita nel secondo argomento

J(A, By +ABy) = f (A, B1) + Af (A, By)
& un calcolo analogo che utilizza le medesime proprieta.

Consideriamo la base canonica E di V' fornita dalle matrici elementari. Con e;;
indichiamo la matrice con l'entrata di posto (7, j) uguale a 1 e tutte le altre entrate
nulle. Abbiamo dunque E = (v; = e11,v2 = €12,03 = €21, V4 = €322), cON

(1 0 (0 1 (0 0 (0 0
611—00,612—007621—107622—01-

Allora la matrice della forma bilineare & F}E = (fij)i,y dove fi; = f(vi,v;) per
1 <i,5 <4. Abbiamo dunque:

fij:tl" (UZ'TMUJ') per 1 §Z,j <4.

E possibile effettuare i sedici calcoli, oppure osservare che il prodotto di due matrici
elementari &: epeyq = 0] exq dove 87 ¢ il “delta di Kronecker”, cosi definito:

P {0 sel #p,
o = ) o
se l = p.

In sostanza, il prodotto di due matrici elementari € la matrice nulla, a meno che
I'indice di colonna della prima (1) sia uguale all'indice di riga della seconda (p): in
tal caso si ottiene la matrice elementare corrispondente alle entrate (k,q) (stessa
riga del primo fattore, stessa colonna del secondo fattore).

Riscriviamo M € V come combinazione lineare a coefficienti reali della base cano-

nica B:
M = E MysCrs.
1<r,s<2

1



Siano v; = ey, V; = €pq, allora, usando la linearita e la regola per il prodotto di
matrici elementari, possiamo calcolare:

T T
v; Mvj = e Mepg = ejpMepg =
= €k Z Mys€rs€pg = €k Z mrségerq =

1<r,s<2 1<r,8<2
— — — (57’ —
= ek E Myp€rqg = g Myp€liCrq = E MyrpOfClqg =
1<r<2 1<r<2 1<r<2
= MkpCiq-

Abbiamo trovato il multiplo di una matrice elementare. Essendo interessati alla
traccia di tale matrice, dobbiamo distinguere tra i due casi in cui ’entrata non
nulla giaccia (o meno) sulla diagonale.

mip sel=gq,

tr (UiTMUj) = tr (e;{lMepq) =tr (mk;pelq) = {O sel+#q.

Si noti che in questo Esercizio gli indici k,l,p,q variano in {1,2}, ma quanto
osservato finora € vero in generale, per matrici quadrate di ordine n € N.

Ora é sufficiente sostituire agli indici k, [, p, ¢ i valori 1,2 prestando attenzione alle
entrate corrispondenti per calcolare la matrice FJ]? . Si ottiene:

S W o
w o = o
S ot O N
o O N O

Esercizio 2

Siano u,v,w € R* e A € R:

e g(w,v) = 3wiv; + 3wave + wavsz + wWavy — V2wav3 — V2wsvg + wovy + wave =
3viwy + 3vaws + v3w3 + vawy — v/ 2v3we — v 2v0ws3 + vaws + vowy = g(v, w) dunque
g € simmetrica.

e g(u+ \v,w) = 3(u; + Avy)wy + 3(ue + Avg)wa + (us + Avg)ws + (ug + Avg)wy —
V2(ug 4 Ao )wsz — v/2(uz + Avz ) wa + (ug + Ave ) wg + (ug + Avg)we = 3ugwy + Sugws +
uzw3 + ugwy — v/ 2uUsws — v/ 2uzws + uswyg + ugws + A(3vyw + Jvaws + v3ws 4+ vawy —
V20w3 — V2vzwg + vowy + vaws) = g(u, w) + Ag(v,w) dunque g & lineare nella,
prima componente.

e La simmetria e la linearita di g nella prima componente implicano:
g(u, v+ Aw) = g(v + Aw,u) = g(v,u) + Ag(w,u) = g(u,v) + Ag(u, w),

dunque g ¢ lineare anche nella seconda componente.



Questo dimostra che g : R* x R* — R ¢é una forma bilineare simmetrica; ci resta da
determinare se g ¢ un prodotto scalare o no, ovvero se per ogni v € R* non nullo vale
g(v,v) > 0 oppure no.

Sia E := {e1,...,e4} la base canonica di R*, e sia Nf la matrice di g rispetto alla

base E (ovvero la matrice avente come elemento (7,j)-esimo g(e;, e;)): se un vettore
M1

v € R* ha come vettore delle coordinate rispetto ad E il vettore cZ := 52 , allora
3
Ha

g(v,v) = (cf)thcf. Se NgE fosse diagonale, con elementi Aq, ..., A4 sulla diagonale,

otterremmo g(v,v) = (cf)tNgch = Mp? + -+ Mp?; potremmo in tal caso decidere
se g & un prodotto scalare o meno studiando il segno dei \;: se sono tutti positivi, g &
un prodotto scalare, altrimenti no (se per esempio A; < 0, scegliendo come v il vettore
di coordinate (1,0,0,0)¢ rispetto ad E otterremmo g(v,v) = A\; < 0). Calcoliamo allora

E.
NE:
gler,e1) =3 gler,e2) = g(ez,e1) =0 gler,e3) = g(es,e1) =0 gler,eq) = gles,e1) =0
glea,ea) =3 glez,e3) = gles,ea) = —V2 g(ea,eq) = gles, e2) = 1
gles,e3) =1 g(es,eq) = g(es,e3) =0
gles,eq) =1

Osserviamo che la simmetria di g costringe N, ad essere simmetrica rispetto a qua-
lunque base. Otteniamo

3 0 0 0
NE_| O 3 V2 1
Y 0 —v2 1 0
0 1 0 1

NgE purtroppo non ¢ diagonale; per poter applicare il metodo esposto in precedenza,
perd, potremmo considerare (se esiste) una diversa base B di R*, una rispetto alla quale
Nf sia diagonale, ovvero potremmo (se possibile) diagonalizzare NgE in R e studiarne
gli autovalori.

11 polinomio caratteristico di NgE ¢ (omettiamo i conti) p(t) = t(t — 1)(t — 3)(t — 4),
quindi abbiamo 4 autovalori reali distinti, cosa che garantisce la diagonalizzabilita di
Nf in R. Visto che uno degli autovalori & 0, la discussione precedente ci permette di
concludere che g non é un prodotto scalare.

Esercizio 3

Supponiamo che v - w = 0. Sia A € R; per la Proposizione 7.4 delle note, abbiamo
che
lv+xw||? = ol + [Awl]|® + 2A(v - w) = [Jo]|* + [ Mw]® = [Jo]|?,



poiché [ Aw|? > 0. Cio implica che |lv|| < |lv+Aw]|, quindi un’implicazione ¢ dimostrata.

Mostriamo ora Daltra implicazione. Supponiamo che [|v|| < ||[v + Aw|| per ogni A €
R e procediamo per assurdo. Assumiamo quindi che v - w # 0. Usando di nuovo la
Proposizione 7.4, abbiamo che

012 < flv + Awl® = [[o]]* + [|Aw]]* + 2A(v - w)
da cui deduciamo che
[Aw|| 4 2\ (v - w) > 0.

Se A # 0, allora possiamo dividere per A\? ottenendo

2
] + (- w) > 0.

Questa disuguaglianza vale in particolare per

v-w
lwl[*”

A=

dato che v - w # 0 (notiamo anche che ||w||? # 0, poiché altrimenti avremmo w = 0 e
quindi v - w = 0). Dunque otteniamo

lw]|? = 2[Jw]* = —[lw][* > 0,
che é un assurdo.
Esercizio 4
1 -5
. 2 4 4 .. 1
Abbiamo U := span { uj := 3 |huz= C R* e, per definizione, U~ :=
—4 2

{v € R*v-u =0 per ogni u € U}. Visto che U ¢& scritto come span di vettori, possiamo
scrivere U+ = {v € R*|v - u1 = v - ug = 0}; se scriviamo un vettore v € R* qualsiasi
I
come v = | 2 , otteniamo
T3
T4

Ut=<{veR?
—5x1 + 429 + 3x3+ 224 =0

{x1—|—2x2+3x3—4x420 }

cioé lespressione di U~ in forma cartesiana. Visto pero che dobbiamo trovare una
base ortogonale per UL dobbiamo trovare la sua espressione in forma parametrica. Ab-
biamo U+ = Sol(A, 6) dove A € May4(R) ¢ la matrice avente per righe i vettori u; e ug;
per trovare U+ riduciamo a scala la matrice completa:



)~ (

1 2
0 14 18

3 -4
—18

1 2 3
079

o)+ (079 )

La seconda riga da x2 = %(—mg + x4) e sostituendo nella prima troviamo (svolgendo

i conti) 21 = 2 (—3x3 + 10z4)

1(—3x3 + 10z4)

UJ_ — %(_$3 + .’,1:'4)
3
T4
Scegliendo 3 = x4 =
-3
span { ug := -9 Uy 1=
7 b
0

?

9
0
7

di conseguenza

X3, T4 €R4 =

7 (cosi abbiamo solo coefficienti interi) otteniamo Ut =
10

di U e {uz,us} di U+ usando Gram-Schmidt.

e Se scegliamo wy := wj, una base ortogonale di U ¢ data da {w;,wy} dove wy :=

. Adesso dobbiamo ortogonalizzare le basi {u,ua}

uz — %ul (o un multiplo di questo vettore); visto che ||u1||? = 30 e ug - uy = 4,

otteniamo

U = span

= span

e Se scegliamo ws := u3, una base ortogonale di UL ¢ data da {ws, w4} dove wy :
Uy — %u;; (o un multiplo di questo vettore); visto che ||us||> = 139 e uy - uz =

—111, otteniamo

w1 =

w1 =

W N =

—




( -3 10 -3
-9 9 111 | -9
1 _ — — f— =
U— =span ( w3 = 7 LWy = 0 + 39 | 7
0 7 0
-3 1057
- 19 | 252
=spanqwy = | | w2 = oo
0 973

Esercizio 5

Per prima cosa determiniamo la matrice di g rispetto alla base canonica E :=
{e1,e2,e3}, cioe Mf:

, g(er,e3) = g(es,e1) =0,
; g(es,e3) = 1.

Dunque detta A := MgE otteniamo
1 1 0
A=11 2 1
0 1 1
Per determinare la positivita di g basta studiare gli autovalori di A. Abbiamo

1—1¢ 1 0
pat):=det| 1 2-¢t 1 | =t1-t@t—-3)
0 1 1—1¢

A ha dunque due autovalori positivi e uno nullo, e quindi g ¢ semidefinita positiva.



