Primo Appello di Geometria
CS in Astronomia, CS in Fisica. 28 gennaio 2020

Regole d’esame. Durata: 90 minuti. E vietato l'utilizzo di appunti e supporti elettronici.
Mostrare i passaggi e cerchiare le risposte.

(1) Si consideri I'applicazione lineare f; : R[z]<3 — R* dipendente dal parametro ¢t € R definita
da
tag + as — as
tag + a1 + a2
a1 + tas + 4as
tag + a1 + (1 + t)az + 3as

filap + a1z + asx® + a3:c3) =

(a) Si determini la matrice associata a f; rispetto alla base canonica B = {1,z,z% 23} di
R[z]<3 e alla base canonica € di R?.

Soluzione:
t 0 1 -1
e |t 1 1 0
Ms=101 + 4
t 1 1+t 3
(b) Si determini una base di ker(f;) al variare di ¢ € R. Esistono dei valori di ¢ per cui f; ¢
iniettiva?
Soluzione:
Con il procedimento di Gauss troviamo le seguente tre matrici:
t 0 1 -1 t 01 —1 t 01 —1
t 1 1 0 — 01 0 1 — 01 0 1
01 ¢t 4 01t 4 0 0 t 3
t 1 1+t 3 01 t 4 000 O
Per t # 0 troviamo che la matrice & in forma a scala e che il rango ¢ 3. Quindi dim ker(f;) =
4 —3 =1 e f; non ¢ iniettiva. Inoltre, sappiamo che as = —%ag, a; = —ag, ag = B2 =
43

7@3 . Qlﬂndl

t+3
t2

ker(fi) = {

3
as — a3T — ;agajz +azz® | a3 € R}

= span (t;?) —— %’1:2 + JJ3> = span ((t + 3) — t?z — 3ta® + t°2°) .
Per t = 0 troviamo 3az = 0;a1 + a3 = 0;a2 —agzg = 0. Quindi a1 = as = ag3 = 0 e
ker(fo) = span(1). In particolare f; non & iniettiva per nessun valore di ¢.

(c) Per ogni valore di ¢ si determini la controimmagine del vettore (1,0,0,t)7 € R*.
Soluzione:

Con il procedimento di Gauss troviamo le seguente tre matrici:

t 0 1 —1]1 t 01 —1] 1 t 01 —1| 1
t 1 1 010 010 1| -1 010 1] -1
01 ¢t 407 o1+ a] o “loo+¢t 3| 1
t 1 14+t 3 |t 01 1 4 |t—1 000 0]t-1

L’ultima equazione € 0 = t — 1, quindi solo per t = 1 troviamo che la controimmagine
potrebbe essere non vuota. In quel caso

1 01 -1} 1
010 1]|-1
0 01 3 1
000 01O

Otteniamo as =1 — 3ag,a1 = —1 —az,a9p =1 — as + ag = 4ag

f71(1,0,0,t) = {—z + 2®} + span(4 — z — 32* + 2°).
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(d) Si ponga t = 0. Esiste una funzione lineare suriettiva g : R* — R? tale che go fo = 0?
Soluzione: Dal fatto che g e suriettiva segue che dimim(g) = 2. Dal teorema del rango
segue che dimker(g) = dimR* — dimim(g) =4 — 2 = 2.

Dal punto (b) segue dim(ker(fo)) = 1 quindi dimim(fy) = dim R* —dimker(fy) =4—1 =
3 e dimim(fy) > dimker(g).

Se g o fo = 0, allora tutti gli elementi nell'immagine di fy devono essere mandati a 0 da
g, in particolare

dimim(fy) < dimker(g).

Quindi abbiamo trovato una contraddizione e g non puo esistere.

(2) Sia
1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4
Si determinino due matrici D,Q, con @ invertibile e D diagonale tale che A = QDQ~'.
Soluzione:

pat) = det| 3 —5-t 3

6 -6 4—t
1-t 0 3
= det| 3 -—2-t 3
6 —2-t 4—t
1-t 0 3
= (=2—t)det| 3 1 3
6 1 4—t
1-t 0 3
= (—2—-t)det| 3 1 3
0

\_/

= (=2-(1 -1~
Abbiamo che (1 —#)2—9=0seesolose (1—t)=30 (1—t)=-3. Quindi troviamo
(1=t =9=(t+2)(t 4)e alt) = —(t+2)°(t - 4).

Per 'autovalore —2 otteniamo che m,(—2) = 2. La matrice A — (—2)I3 &
3 -3 3
3 -3 3
6 —6 6

che ha ovviamente rango 1. Quinda my(—2) = 3 —1 = 2. I vetttori (1,1,0) e (0,1,1) sono
linearmente indipendenti e appartengano all’autospazio, quindi formano una base.
Per I’autovalore 4 otteniamo che m,(4) = 1. Quindi m,(4) = 1. La matrice A — 4[5 ¢

-3 -3 3
3 -9 3
6 —6 0

11 vettore (1, 1,2) ¢ nell’autospazio. Otteniamo

—2 0 0 101
D=0 -2 0|e@=[111
0 0 4 01 2

(3) Sia V = {(x1, 22,73, 24) € R* | 221 + 29 + 4 = 29 + 23 = 0}. Sia W = span{(1,0,1,0)7}.
(a) Si determini una base ortogonale di V' e una base ortogonale di V' + W.
(b) Sia p = (4,—4,5,2)T. Si determini la distanza tra p e V.
(c¢) Sia A; =(2,—1,0,0) + V, sia Ay = (0,3,1,0) + W. Si determini la distanza tra A; e Ag.
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Soluzione: Sia (x1,x2, T3, a:4)T € V allora x3 = —x9 € 14 = —2x1 — x2, quindi la dimensione
di Ve2e{(1,0,0,-2)7,(0,1,—-1,—-1)"} ¢ una base. Chiamiamo v; = (1,0,0, —2)7, vy =
(0,1,—1,0)". Se applichiamo Gram-Schmidt allora troviamo una base ortogonale {w1,ws}
con wy = v1 ewgzvg—%

Si calcolo facilmente che vs - wy = 2, w1 - wy = 5, quindi

2 1
w2 = (Oa 17 _13 _1)T - 5(17 07 07 _2)T = g(_Qv 5a _57 _1)T
In una base ortogonale possiamo scambiare un vettore con un suo moltiplo non nullo e la base
rimane ortogonale. Quindi {(1,0,0,—-2),(—2,5,—5,—1)} ¢ una base ortogonale di V.
Per V +span{(1,0,1,0)”} applichiamo Gram-Schmidt all’insieme

{(1,0,0,-2)T,(-2,5,-5,-1)T,(1,0,1,0)T}.

E chiaro che questa insieme genera V + span{(1,0,1,0)7}, ma non abbiamo controllato se
sono linearmente indipendenti. Pero se fossero linearmente dipendenti allora Gram-Schmidt
dara il vettore nullo. Se w; = (1,0,0,—2)7 ws = (-2,5,—5,—1)T,v3 = (1,0,1,0)7, allora

w1 - wy =D, we - wg = dd,wy - vy = 1,wy - vy = —T.
1 7 1 T
= —_ = _— = — 4
ws = V3 — pwy + 55 11(6, 7,4,3)

Quindi {(1,0,0,-2)T,(-2,5,-5,1)7,(6,7,4,3)"} & una base ortogonale di
V +span{(1,0,1,0)7}.

La distranza tra p e V' & la norma di py 1 (p), perd p = py(p) + pyL(p) e quindi la distanza
¢ anche la norma di p — py(p). Abbiamo gid la base ortogonale {wi,ws} per V, quindi
pv(p) = yib-wi + o2l ws.

Adesso w1 -p =0, we - p = —8 — 20 — 25 — 2 = —55. Dal fatto che ws - wy = 55, questo

semplifica a py(p) = —wy. Quindi la disctanze e

Ip —pv(p)| = llp +wa| = [(2,1,0,1)] = VA+1+0+1 =6

Per (c), si nota che lo spazio V+ & generato da (2,1,0,1) e (0,1,1,0), per trovare (V +
{(1,0,1,0)"})* dobbiamo stabilire quali combinazioni lineari di (2,1,0,1) e (0,1,1,0) sono
ortogonali a (0,1,1,0). Adesso

(a(2,1,0,1) + b(0,1,1,0)).(1,0,1,0) = 2a + b

Quindi b= —2ae (2,—1,—-2,1) =: u & un vettore tale che {u} & una base dello spazio ortogonale
di V +span{(1,0,1,0)T}. Quindi
d(A1, A2) = [lpv4(1,0,1,0m)+((2,=1,0,0) = (0,3,1,0))]|
= o saonom (-4 -1,0)] = A= 0 )
Adesso |lu|| = V10, (2,—4,—1,0).u =10 e
d(A1,Az) = RN T)

2
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(4) (a) Sia A una matrice n x n, tale che A% = 0. Si dimostra che (I, — A) & invertibile e
(I, — A)~' = (I, + A+ A?).
(b) Sia A una matrice n x n, tale che A* = 0 per un k € Z~g. Si dimostra che (I, — A) &
invertibile.
Soluzione: Sia B una matrice n X n, allora B ¢ invertibile se esiste una matrice C' tale che
BC = I,,. Quindi per la prima parte & suficiente di controllare se (I,, — A)(I, + A+ A?) = I,,:
(In—A)Y I+ A+ A%) = L(I,+ A+ A?) — AL, + A+ A = [, + A+ A> - A-A> - A3 =1,-A*=1,

Per la seconda parte otteniamo similmente
k—1 k—1

In—A) | Y A | = A=, - A =1,
Jj=0 Jj=0

(Usando la formula per le serie telescopie (vedi Analisi 1).)



Primo Appello di Geometria
CS in Astronomia, CS in Fisica. 28 gennaio 2020
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(1) Si consideri I'applicazione lineare f; : R[z]<3 — R* dipendente dal parametro ¢t € R definita
da
—b1 — tby + b3
bo + 4b1 + tbs
bo — tba + b3
bo + 3b1 — tba + (1 +t)bs
(a) Si determini la matrice associata a f; rispetto alla base canonica B = {1,z,z% 23} di

R|[z]<3 e alla base canonica £ di R?.
Soluzione: La matrice €

fi(bo + b1z + bax? + 53333) =

0 -1 —t 1
1 4 0 t
1 0 -t 1
1 3 -t 1+t
(b) Si determini una base di ker(f;) al variare di ¢ € R. Esistono dei valori di ¢ per cui f; e
iniettiva?
Soluzione: Con il procedimento di Gauss troviamo le seguenti matrici:
0 -1 —¢ 1 1 0 -t 1 1 0 -t 1
1 4 0 t — 1 4 0 t — 0 4 t t-—1 —
1 0 =t 1 0 -1 —t¢ 1 0 -1 —t¢ 1
1 3 -t 141 1 3 —t 1+t 0 3 0 t
1 0 -t 1 1 0 —t 1 1 0 —t 1
Lot -1 jo 1 ¢ -1 (o1 ¢ -1
04 t t-—1 0 0 =3t t+3 0 0 =3t t+3
03 0 t 0 0 =3t t+3 00 O 0
Si nota quindi che per ¢ # 0 la matrice ha rango 3 e pertanto dim(ker(f;)) =4 —3 = 1.
In particolare, si ha che by = t+3b3, b1 = —tby + b3y = %bg, bg = tby — b3 = %bg. Cio

significa che
ker(f;) = {5bs— bgﬂf + 53b3a? + b3a® | b3 € R}
= span{f— Ltz + H?’ 2?4+ 23} = span{t? — t*z + (¢ + 3)z? + 3tz3},

e quindi f; non ¢ iniettiva.
Infine, per ¢ = 0 abbiamo che 3b3 =0, by = —b3 =0, by = —b3 = 0 e quindi

ker(fo) = span{z?},

cosl nemmeno fy € iniettiva.

(c) Per ogni valore di ¢ si determini la controimmagine del vettore (1,0,0,t)7 € R*.
Soluzione: Eseguiamo le medesime operazioni di Gauss del punto precedente, dopo acer
orlato la matrice del sistema con la colonna (1,0,0,t)7:

0 -1 —t 1 1 1 0 -t 1 0 1 0 -t 1 0
1 4 0 t 0 - 1 4 0 t 0 —- - 01 ¢ -1 -1
1 0 ==t 1 0 0 -1 —t 1 1 00 =3t t+3| 4
1 3 -t 141t 1 3 =t 1+t|t 0 0 O 0 |t—-1

Si nota quindi che la controimmagine puo essere non vuota solo se t = 1. Poniamoci in
questo caso, ottenendo la matrice

10 -1 110
1 1 -1|-1
0 -3 4| 4
0 0 01]O0

o O O



e pertanto by = —4 + 3b3, by = —1 — by + b3 = & — Lbs, by = by — bz = —§ + 3b3. Cosi
f1(1,0,0,1)7) = =1+ 2® + span{l — = + 42* + 32°}.

(d) Si ponga t = 0. Esiste una funzione lineare suriettiva g : R* — R? tale che go fo = 0?7
Soluzione: Dal fatto che g ¢ suriettiva segue che dimim(g) = 2. Dal teorema del rango
segue che dimker(g) = dimR* — dimim(g) =4 — 2 = 2.

Dal punto (b) segue che dim(ker(fp)) = 1, quindi dim(im(fy)) = dim R* — dim(ker(fo)) =
4 —1=3edim(im(fy)) > dim(ker(g)).

Se g o fo = 0, allora tutti gli elementi nell’immagine di fy devono essere mandati a 0 da
g (infatti g o fo = 0 & equivalente a im(fy) C ker(g)), in particolare

dim(im(fp)) < dim(ker(g)).

Quindi abbiamo trovato una contraddizione e g non puo esistere.

(2) Sia
22 -5 =30
B=1[-20 7 30
20 -5 —28

Si determinino due matrici A,P, con P invertibile e A diagonale tale che B = PAP™!.
Soluzione: Calcoliamo il polinomio caratteristico di B, operando opportune operazioni ele-
mentari sulle righe.

2t -5  —30
pp(t) =det(B—tl3) = det| —20 7—t 30
20 -5 —28—t

2—-t 2-—t 0
= det| =20 7—t 30
0 2—t 2-—t

1 1 0

= (2—t)2det | —-20 7—t 30
0 11

1 1 0

= —(2—t)?det| 0 11
-20 7—t 30
11 0

= —(2—-t)2det|0 1 1
0 27—t 30
11 0

= —(2—t)2det |0 1 1
0 0 3+t

= —(2-t)?%3+1).
Gli autovalori di B sono 2 e —3 di molteplicita algebrica 2 e 1 rispettivamente.
Per I'autovalore 2 la matrice B — 213 ¢

20 -5 —-30

-20 5 30

20 -5 —-30

che ha rango 1, ed una base per il relativo autospazio e

1 0
41,1 6
0 -1
Per 'autovalore —3 la matrice B — (—3)I3 &

25 -5 =30

—20 10 30

20 -5 —-25



che ha rango 2, ed una base per il relativo autospazio e

1
-1
1
Pertanto
2 0 0 1 0 1
A=(0 2 0], P=14 6 -1
0 0 -3 0 -1 1

(3) Sia V = {(z1, 72,23, 74) € R* | 421 + 229 — 323 = 21 + 74 = 0}. Sia 7 = (1,0,0,1)T + V.
(a) Si determini una base ortogonale di V e una base ortogonale di V + span{(1,0,0,1)7}.
Soluzione: Dalle equazioni che definiscono V' si deduce che una sua base ¢ {vy,v2} dove

1
1
v = 9

oy — 8
Y 2 — 4
-1 1

Dal momento che vy - vo = 14 utilizziamo il processo di Gram—Schmidt per rendere il
secondo vetore ortogonale al primo. Poniamo quindi w; = v e

-3
w9 - W1 14
wl:wg——w1:w2—2w1:
w1 - W1 7

wo = Wy —

W oD

Pertanto {w;,ws} € una base ortogonale di V.
Poniamo v3 = (1,0,0,1)7, si osserva quindi che

wl-v3:0, wg-v3:0

e pertanto {wy, ws,v3} & una base ortogonale per V + span{(1,0,0,1)7}.

(b) Sia H l'iperpiano di R* parallelo a 7 e passante per I'origine. Determinare un’equazione
cartesiana per H.
Soluzione: Poiché H & un iperpiano di R?, si ha dim(H) = 4—1 = 3. Dal momento che H
deve passare per I'origine possiamo descriverlo anche come sottospazio vettoriale di R?,
in particolare H coincidera con la sua giacitura. Affinché 7 sia parallelo ad H bisogna
che la giacitura di = (cio¢ V') sia contenuta in H. Possiamo quindi considerare

H = span{vy,ve,v3} = span{wy, wa, v3}.

Per determinare un’equazione cartesiana di H calcoliamo il suo complemento ortogonale:
questo ha dimensione 1 ed & generato dal vettore

et 1 =31 —12 2

. . es 1 6 0] [-12] 2

v = w1 X wo X v3 = det ez 2 0 0 18 =—6 _3
eq —1 3 1 12 —2

Cosi
H :2x1 +2x9 — 3x3 — 224 = 0.

(c) Sia p = (—2,3,2,—2)T. Verificare che p € H e calcolare la distanza di p da 7.
Soluzione: Sostituendo le coordinate di p nell’equazione di H del punto precedente si ha

2.(—2)+2:3-3.2-2.(-2)=-4+6-6+4=0

e pertanto p € H.
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Per calcolare la distanza di p da 7w calcoliamo per prima cosa il vettore congiungente p
con un punto di 7, ad esempio con il punto base (1,0,0,1)7:

1 —2 3

oolol 3 ]_|-3
0 2 —2
1 —2 3

Dobbiamo quindi calcolare la proiezione ortogonale di w su V. Grazie a quanto osservato
nei punti precedenti si ha che

1 2
vt = span{vs, v4} = span 8 , _23
1 -2
e quindi
w3 w-vg 6 _
pyi(w) = . 03’1)3 + o 1)4”4 =5 + 0vg = 3us.

Si calcola infine

d(p,7) = ||oyL ()] = 3||vs]| =3VI+0+0+1 = 3V2.

(4) (a) Sia A una matrice m x n e siano B e C' due matrici invertibili di taglia m x m e n x n
rispettivamente. Mostrare che le matrici A, AB, AC e BAC hanno lo stesso rango.
Soluzione: Sappiamo che date due matrici X e Y per le quali sia definito il prodotto XY si
ha che
rg(XY) <rg(X) e  1g(XY) <rg(Y).

Pertanto
rg(A)

|
—
o
~
3
-
3
S~—

B~'BACCY)

I
—
03

IA I IA

rg(BAC) =rg(A).
Effettuando in particolare le scelte B = I,;, ¢ C' = I, si ha infine che
rg(A) = rg(ImAC) =1g(AC) e  1g(A) =rg(BAly) =rg(BA).



