Secondo Appello di Geometria
CS in Astronomia, CS in Fisica. 16 febbraio 2021

Regole d’esame. Durata: 90 minuti. E vietato l'utilizzo di appunti e supporti elettronici.
Mostrare i passaggi e cerchiare le risposte.

V:{<Z Z) € Myy(R) : a+d=0}

e sia h € R un parametro. Sia f, : V — V I’endomorfismo tale che A = (1 1 > & un

(1) Sia

autovettore relativo all’autovalore 2 e tale che

1 0 o1 1 0 4—h 5-—2h
fh(—1 —1>:<—h —h) © fh<1 —1>:<6—h h—4>'

(a) Si determini una base B di V. Si determini la matrice di fj, rispetto alla base B.
Soluzione: Affinché f;, sia ben definita, basta verificare che i tre vettori

b)) ()

o . ) a b
costituiscono una base di V. Data una matrice (C

) € V mostriamo che esistono

a, 3,7 € R tali che

(0 2) el ) (0= (0 8

La precedente equazione ¢ equivalente al sistema

a+B8+y=a a=>b
a=hb N B:%(a—c)
a—pB+y=c v=3(a+c)—b.

L’esistenza di soluzioni ¢ equivalente al fatto che le tre matrici indicate siano dei gener-
atori per V', mentre il fatto che per ottenere la matrice nulla (corrispondente ai valori
a = b = ¢ = 0) l'unica soluzione del sistema sia la terna («,,7) = (0,0,0) equivale
all’indipendenza lineare di queste tre matrici. Pertanto possiamo scegliere come base

{0 (%) (%))

Osserviamo anche che abbiamo trovato I’espressione esplicita dell’isomorfismo ¢p : V —
R? subordinato alla scelta della base B:

©YB: \% — R?
a b 1 b
. — 5(@ —¢)
fa+c)—b
Grazie a questo isomorfismo e facile vedere che f;, & definita da
1 1 9 1 1

1 1) T\ —1)e
10 hoo1 11 10 10
-1 —1) — \-n —h>:1'<1 —1)+h'<—1 —1)_1'<1 —1>’

10 4—h 5—2h 11 10 10
1 —1> — \6-n h—4):(5_2h)'<1 —1>_1'<—1 —1>+h'(1 —1)

e pertanto la matrice che rappresenta fj rispetto alla base B ¢

2 1 5-2h
My=[0 n -1
0 -1 h



(b) Si determinino il nucleo e 'immagine di f;, al variare di h € R.
Soluzione: Calcoliamo il determinante della matrice M}, sviluppandolo secondo la regola
di Laplace lungo la prima colonna:

2 1 5-2h
det(Mp)=det |0 h -1 | =2(h%-1).
0 -1 h

Pertanto per h # +1 la matrice ha determinante non nullo e rappresenta quindi un isomor-
fismo. Cio significa che in corrispondenza di tali valori fj, ¢ iniettiva (quindi ker(f,) = {0})
e suriettiva (quindi im(f) = V).

Concentriamoci ora sul valore h = 1. Si ha che

2 1 3
Mi=|0 1 -1
0 -1 1

e che una sua forma a scala ottenuta applicando operazioni di Gauss e

2 1 3 21 3
0 1 —-1]~1(0 1 -1
0 -1 1 00 O

Abbiamo due pivot in corrispondenza delle prime due colonne e quindi la matrice ha rango
2. Di conseguenza il nucleo ha dimensione 3 — 2 = 1 e si nota che il vettore (—2,1,1)7 &
annullato dalla matrice. Di conseguenza

il (4 5) 00 (5 )00 )} (3 )
-3 3).(, 1)}

Procediamo analogamente per h = —1. Si ha che
2 1 7
M_;=10 -1 -1
0 -1 -1

e che una sua forma a scala ottenuta applicando operazioni di Gauss e

2 1 7 2 1 7 217
0O -1 -1} ~1]0 -1 -1]~1(0 1 1
0 -1 -1 0 0 O 0 00

Abbiamo due pivot in corrispondenza delle prime due colonne e quindi la matrice ha rango
2. Di conseguenza il nucleo ha dimensione 3 — 2 = 1 e si nota che il vettore (3,1,—-1)7 &
annullato dalla matrice. Di conseguenza

waamfo (0 4) o0 (4 3) v (1)} )
-3 2)-(3 )}

. (11
(c) Determinare f, <1 1)

Soluzione: Dal momento che ( ) ¢ un autovettore relativo all’autovalore 2 si ha che

1 -1

(o A)=2 )=l ()02
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1 11, . . . L
] _p) ¢cuna controimmagine. Tutte le controimmagini si ottengono da una
particolare aggiungendo elementi di ker(fy), pertanto

TN |
quindi 5 -

1 1 0 -2
3 1 1 +A- 9 0 (AeR) perh=1,
11N ) (1 (3 3 -
In (1 1)=93 271 +A 1 _3 (AeR) per h=—1,
%- 1 _11 altrimenti.
(2) Sia
7 1 -8 -1
0 3 0 0
A= 4 1 -5 -1

0 -4 0 -1

In questo esercizio si pud assume che il polinomio caratteristico di A & (¢ — 3)2(t + 1)? . Si
determini la forma di Jordan J di A e una base di autovettori generalizzati.

Soluzione: La matrice A ha due autovalori, 3 e —1, entrambi di molteplicita algebrica 2.
Consideriamo la matrice A — 314 e riduciamola in forma a scala mediante operazioni di Gauss:

4 1 -8 -1 4 1 -8 -1 4 0 -8 =2
0 0 0 0 01 O 1 01 0 1
A=3Li=1, 1 5 1|™loo o o] oo o o
0 -4 0 -4 0 0 O 0 00 O 0
Vediamo quindi che x4 = 2x1 — 423 ¢ 29 = —x4 = —2x1 + 4x3. Pertanto una base per
I’autospazio relativo all’autovalore 3 e
1 0
-2 4
011’11
2 —4
Consideriamo la matrice A + I4 e riduciamola in forma a scala mediante operazioni di Gauss:
8 1 -8 -1 o 1 0 O 4 1 —4 -1 1 0 -1 0
A+I_O4OOW41—4—1W010OWOlOO
AT l4 1 -4 41 0 -1 0 1 00 0 1 00 0 1
0 -4 0 0 0 0 0 0 00 O 0 00 0 O

Vediamo quindi che x4 = 9 = 0 e x1 = z3. Pertanto una base per 'autospazio relativo
all’autovalore 3 e

O = O

Da qui possiamo gia dedurre la forma canonica di Jordan di A: il blocco relativo all’autovalore
3 e composto da due blocchi elementari di Jordan di dimensione 1, mentre il blocco relativo
all’autovalore —1 & composto da un unico blocco elementare di Jordan di dimensione 2, cosi

30 0 O
03 0 O
J= 00 -1 1
00 0 -1

Per determinare una base di autovettori generalizzato dobbiamo proseguire: calcoliamo (A +
14)? e riduciamola a scala.

32 8 —32 0 10 -1 0

, o 16 o o 01 0 0
A+L)"=11% s 16 o]l "o o o o
0 -16 0 0 00 0 0
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Quindi si ha o = 0 e 3 = x1, e cosl una base per 'autospazio generalizzato relativo
all’autovalore —1 e

—_ O =
_ o O O

o

Deduciamo quindi che una base di R* formata da autovalori generalizzati per A ¢ data da

1 0 1 0
-2 4 0 0
O’ 1 ]’11]’1 O
2 —4 0 -1

(3) Sia g : R[X]<2 x R[X]<2 — R il prodotto scalare (p,q) — p(0)g(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2) +
p(3)q(3).
(a) Si determini la matrice di g rispetto alla base {1,z, x?}.
Soluzione: Si calcola facilmente che

g(1,1) =4
g(l,z) =6
g(1,2%) =14
g(z,x) =14
g(z,2%) = 36
g(l’ 7$2) = 98,

e quindi g & rappresentato nella base data dalla matrice

4 6 14
G=|6 14 36
14 36 98

(b) Si determini una base ortogonale di V' = span(1, z) rispetto a questo prodotto scalare.
Soluzione: Applichiamo il procedimento di Gram—Schmidt a v1 = 1, vo = z. Si ha quindi
w1 =0V = le

g(va, w1) g9(z,1) 6 3

= _— = —_ .1: —7.1: —_ =
w9 V2 — w1 x 9(171) X 1 €T 5

(c) Si determini la proiezione ortogonale di 2% su V = span(1, ).
Soluzione: Grazie alla base ortogonale trovata nel punto precedente si calcola che la
proiezione di 22 su span(1, z) ¢ data da

g(1,2%) gle—5.a%) (3
g9(1,1) 1+g(w—%,fc—%) < 2>'

Calcoliamo a parte

g(w—g,x2> :g(x,xQ) —gg(l,xQ) =36—--14=15

e

3 3 3 9 3 9
— -2 = —2.=. H+>.9g(1,1)=14—-2-—-6+--4=5.
g(x 2,95 2) g(xz,x)—2 5 g(z,1) g(1,1) 2 5 6 5

Cosi la proiezione cercata e

14 15 3 7 3
_ 1 - - = - = - = =5 — 1.

(4) (a) Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, g : V x V — K una forma bilineare. Si dia
la definizione di un vettore isotropo per g.
Soluzione: Un vettore v € V si dice isotropo per la forma g se g(v,v) = 0.
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(b) Sia dia un esempio di uno spazio vettoriale V, una forma bilineare non-degenere g :

V x V — R e uno sottospazio W C V tale che dimW > 0e W Cc W+,
Soluzione: Consideriamo lo spazio R? con la forma g definita rispetto alla base canonica
dalla matrice
01
G=11 0
0 0 1
Allora il vettore v = e; & isotropo (per definizione g(ej,e1) € I'elemento di posto (1,1)
nella matrice G). Calcoliamo ora il complemento ortogonale di W = span(ey): esso e dato
dai vettori (z,y,2)T € R3 tali che

01 0 T
(1,0,0) 11 0 O y| =0=y=0.
0 0 1 z
Pertanto
W = span{e, e3}

e si nota quindi che W C W+,



13

Secondo Appello di Geometria
CS in Astronomia, CS in Fisica. 16 febbraio 2021

Regole d’esame. Durata: 90 minuti. E vietato l'utilizzo di appunti e supporti elettronici.
Mostrare i passaggi e cerchiare le risposte.

W:{(Z Z) € Mys(R) : a:d}

e sia h € R un parametro. Sia f; : W — W l’endomorfismo tale che X = (i }) € un

(1) Sia

autovettore relativo all’autovalore 2 e tale che

10 4—h 5-—2h 1 0 ho1
fh(1 1>:<6—h 4—h> © fh<—1 1>:<—h h)'

(a) Si determini una base B di W. Si determini la matrice di f, rispetto alla base B.
Soluzione: Affinché f;, sia ben definita, basta verificare che i tre vettori

G1) G (G

o . . a b ) .
costituiscono una base di WW. Data una matrice (C a) € W mostriamo che esistono

a, 3,7 € R tali che

()l ()= ()

La precedente equazione ¢ equivalente al sistema

a+B+y=a a=>b
a=1b NIV Bz%(a%—c}—b
a+pf—-—v=c v =3(a—c).

L’esistenza di soluzioni ¢ equivalente al fatto che le tre matrici indicate siano dei gener-
atori per V', mentre il fatto che per ottenere la matrice nulla (corrispondente ai valori
a = b = ¢ = 0) l'unica soluzione del sistema sia la terna («,,7) = (0,0,0) equivale
all’indipendenza lineare di queste tre matrici. Pertanto possiamo scegliere come base

{0 (0 (L)

Osserviamo anche che abbiamo trovato I’espressione esplicita dell’isomorfismo ¢p : V —
R? subordinato alla scelta della base B:

©YB: w — R3

b
(a+c)—0b
%(a—c)

Grazie a questo isomorfismo e facile vedere che f;, & definita da

N
o
\
QO‘
N—
[N

1 1 9 1 1
1 1 1 1)’
1 0 4—h 5-—2h 1 1 1 0 1 0
1 1) 77 \6-h 4—h>:(5—2h)'<1 1>+h'<1 1)‘1'<—1 1)’
1 0 h 1 11 10 1 0
1 —1) — \-n h>_1'(1 1>_1'(1 1>+h'<—1 1>
e pertanto la matrice che rappresenta fj rispetto alla base B ¢
2 5—-2h 1
M,=10 h -1

0 -1 h
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(b) Si determinino il nucleo e 'immagine di f;, al variare di h € R.
Soluzione: Calcoliamo il determinante della matrice M}, sviluppandolo secondo la regola
di Laplace lungo la prima colonna:

2 5-2h 1
det(Mp)=det |0 h  —1] =2(h%-1).
0 -1 h

Pertanto per h # +1 la matrice ha determinante non nullo e rappresenta quindi un isomor-
fismo. Cio significa che in corrispondenza di tali valori fj, ¢ iniettiva (quindi ker(f,) = {0})
e suriettiva (quindi im(fp,) = W).

Concentriamoci ora sul valore h = 1. Si ha che

2 3 1
Mi=|0 1 -1
0 -1 1

e che una sua forma a scala ottenuta applicando operazioni di Gauss e

2 3 1 2 3 1
0 1 —-1]~1(0 1 -1
0 -1 1 00 O

Abbiamo due pivot in corrispondenza delle prime due colonne e quindi la matrice ha rango
2. Di conseguenza il nucleo ha dimensione 3 — 2 = 1 e si nota che il vettore (—2,1,1)7 &
annullato dalla matrice. Di conseguenza

ety (1 )G 90 )5 )
iy -3 3.0 9}

Procediamo analogamente per h = —1. Si ha che
2 7 1
M_;=10 -1 -1
0 -1 -1

e che una sua forma a scala ottenuta applicando operazioni di Gauss e

2 7 1 2 7 1 2 71
0O -1 -1} ~1]0 -1 -1]~1{(0 1 1
0 -1 -1 0 0 O 0 00

Abbiamo due pivot in corrispondenza delle prime due colonne e quindi la matrice ha rango
2. Di conseguenza il nucleo ha dimensione 3 — 2 = 1 e si nota che il vettore (3, —1,1)7 ¢
annullato dalla matrice. Di conseguenza

I i e | B )
=3 D)

. (11
(c) Determinare f, <1 1)

Soluzione: Dal momento che ( > ¢ un autovettore relativo all’autovalore 2 si ha che

11

()= () =a(e ()= ()
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1 1Y), . . . C
1 1) ¢una controimmagine. Tutte le controimmagini si ottengono da una
particolare aggiungendo elementi di ker(fy), pertanto

TR |
quindi 3 -

() (S §) eem st
fhlG D: ! 1 1 - i’ g) (A€ER) perh=—1,
%. 1 1 altrimenti.
(2) Sia
1 0 -3 0
N

2 -3 -3 -1

In questo esercizio si pud assume che il polinomio caratteristico di A & (t — 2)%(t — 1)2. Si
determini la forma di Jordan J di A e una base di autovettori generalizzati.

Soluzione: La matrice A ha due autovalori, 2 e 1, entrambi di molteplicita algebrica 2.
Consideriamo la matrice A — 214 e riduciamola in forma a scala mediante operazioni di Gauss:

-1 0 =3 0 -1 2 3 2
-1 2 3 2 0 1 3 1
2 -3 -3 -3 0O 0 0O
Vediamo quindi che x9 = —3x3 — x4 e x1 = 229 + 323 + 224 = —3x3. Pertanto una base per
I’autospazio relativo all’autovalore 2 &
-3 0
-3 -1
11710
0 1
Consideriamo la matrice A — I e riduciamola in forma a scala mediante operazioni di Gauss:
0O 0 -3 0 10 00
-1 3 3 2 03 0 2
A=Li=lo o 1 o™ "|oo01o0
2 -3 -3 -2 00 0O
Vediamo quindi che z1 = x3 = 0 e 3x92 = —2x4. Pertanto una base per 'autospazio relativo
all’autovalore 3 e
0
-2
0
3

Da qui possiamo gia dedurre la forma canonica di Jordan di A: il blocco relativo all’autovalore
2 & composto da due blocchi elementari di Jordan di dimensione 1, mentre il blocco relativo
all’autovalore 1 ¢ composto da un unico blocco elementare di Jordan di dimensione 2, cosi

2 000
0200
J_O()ll
0 0 01

Per determinare una base di autovettori generalizzati dobbiamo proseguire: calcoliamo (A —
14)? e riduciamola a scala.

0 0 -3 0 1 30 2

e |13 9 2 0010
A-L)"=149 o 1 o|~loooo
1 -3 —12 -2 0000
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Quindi si ha x3 = 0 e 1 = —3x2 — 224, e cosl una base per 'autospazio generalizzato relativo
all’autovalore 1 ¢
-3 -2
1 0
01’10
0 1

-3 0 -3 0
-3 -1 1 6
Tr1’to 1’1o q]’10
0 1 0 -9

(3) Sia g : R[X]<2 x R[X]<2 — R il prodotto scalare (p,q) — p(—1)g(—1) + p(0)g(0) + p(1)q(1).
(a) Si determini la matrice di g rispetto alla base {1, z, x?}.
Soluzione: Si calcola facilmente che

g(1,1) =
g(l,x) =0
g(1,2%) =2
g(x,x) =2
g(z,2?) =0
g(x271.2) = 27

e quindi g e rappresentato nella base data dalla matrice

3 0 2
G=1[0 2 0
2 0 2

(b) Si determini una base ortogonale di V = span(1, 2?) rispetto a questo prodotto scalare.

Soluzione: Applichiamo il procedimento di Gram-Schmidt a v; = z2, vy = 1. Si ha quindi

w1:01:m2e

1 2
SR (G570 D R R J S R )
g(wi, wi) g(@?,a?) 2

(c) Si determini la proiezione ortogonale di 22 + 2z + 1 su W = span(z?).
Soluzione: Posto p = 22 + 2z + 1, la proiezione cercata ¢

g(p, =) g2
g9(x?, 2?)
Calcoliamo separatamente
g(p,z?) = g(z®,22) +2- gz, 2®) + g(1,2}) =2+2.- 0+ 2 =4.
Quindi

2 4
90 a) 2 A a9
g(x?,2?) 2
(4) (a) Sia V = R* dotato del prodotto scalare standard e siano U e Us due suoi sottospazi. Si

mostri con un esempio (scegliendo Uy e Us) che Ui + Us- = (U; N Us)* .
Soluzione: Scegliamo i seguenti sottospazi:

U11$221‘4:0, U2:$1—IL‘3:1'2—$4:0.

Allora U; NUs ¢ dato da 1 — 23 = 29 = 24 = 0 e quindi

Ui NUy = span

O = O =
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Completiamo questo vettore ad una base ortogonale per U; e ad una per Us, ottenendo

1 1 1 0
0 0 1
U, = span 21 , Us = span 1l 1o
0 0 0 1
Si ha quindi che una base ortogonale per U; 4+ Us &
1 1 0
0 0 1
11’{-1]"10
0 0 1
Completiamo infine questa terna di vettori ad una base ortogonale per tutto R*:
1 1 0 0
0 0 1 1
11’{-=1]1710’| O
0 0 1 -1
A questo punto ¢ facile osservare che
1 0 0
1 0 1 1
(Ul N UQ) = Span 11’101’ 0
0 1 -1
D’altra parte
0 0 1 0
1 1 1 1 0 1
Ui~ = span ol | o , U5 = span 110 o
1 -1 0 -1
e quindi
1 0 0
Ui + Us- = span N I I = (U1 NUy)* .
-1 0 0
0 1 -1

(b) Sia V = R" dotato del prodotto scalare standard. Si dimostri che se U; e Uz sono due
sottospazi di V, allora si ha che Ui + Us- = (U; N Us)~.
Soluzione: Proponiamo una dimostrazione che si ispira a quella della formula di Grass-
mann. Iniziamo considerando una base ortogonale per U; N Us:

U NUy = span{uy, ..., uq}.

Questo e possibile perché & sempre possibile scegliere una base, e renderla ortogonale
utilizzando il procedimento di Gram—Schmidt.
Completiamo tale base ad una base ortogonale per Uy e ad una per Us

Uy = span{uy, ..., Ug, Vgs1,---,Vs}, Us = span{ui, ..., Ug, Zd11y---» 2t}
ed infine ad una base ortogonale per tutto lo spazio:

n

R" = Span{ulu <oy Uds Ud41s -+ y Usy Bd+1y - -+ 5 Bty Lstt—d+15- -+ fEn}~

Si ha quindi che

(U1 N Us)* = span {v }

1 2 p d+15 -+ -3 VUsy Bd+1s -+ 5 Rty Lst+t—d+1y- -y Ty -
D’altra parte
L ) 1L _
Ul = Span {Zd-l—la sy Rty Lst—dt1y - -+ 71‘71} ) U2 = span {Ud—l-lv <oy Usy Tgpt—d+1s - - - ,ﬂfn}

e quindi

1 1 1
Ul +U2 :Span{’l)d+1,...,’US,Zd+1,...,Zt,x3+t,d+1,...,l’n}:(UlﬂUQ) .



