
ALGEBRA LINEARE E GEOMETRIA 

Lezioni 10-11, 14/10/2021

Prof. Luis García-Naranjo



Richiamo dalla lezione precedente :

V Spazio vettoriale su 1K
.

WEV è sottospazio se W è spazio

vettoriale con le stesse operazioni di V .
(W è 1K- spazio vettoriale)

Proposizione : W è sottospazio se e solo se

1) W è chiuso
per

la somma di vettori

(W , >
WREN → witwzeiw)

2) W è chiuso per
la moltiplicazione

fra scalari e vettori
.

( >c- IK , WEW → >waw )

⑥ ✓=/R' = { cx.y.at/x,y,zc-R }

✓ =/ ( × , o , z) I x.ae/R }

1) W ,
= (✗ i

,
0
,
ti

c-✓
Wz = (✗2,0 , 2-2)

W
,
1-Wa = ( Xi

,
o
,
Z

, / 1- (✗e , 0,2-27=(4+1%0,7+2)
ne ÷

= (xs , 0,2-3) C- W
⇒ W è chiuso per la somma .



2) W = (×
,
o
,
z) C-W

,
IER

1W = Il × , 0 , z) = fax , Jo ,
az) = (ax , o , az)

% ¥
Aw = ( × , , o , z , ) c- W

⇒ W è chiuso per
la molt .

fra scalari e vettori
.

⇒ W è
un sottospazio di R?

I w

⑦ ✓ = E come R - spazio vettoriale .

W = I = i /R =
insieme dei numeri

immaginari puri .

1) wi , ne C-W

w
,
= ibi

,
w ,
= ibr b.

,
be C-JR .

Witwz = ib , + iba = ? ( b.tba) = ib, C-W
in

¥-112 Immaginario
→ W è chiuso puro

per la somma ,

2) WEW ,
AER

abietta /
Immaginario

furon

w-ibbc-Raw-acib7-ilbl-i-b.CN



⇒ W è chiuso per la molt .

fra scolari e vettori
.

→ W è s.tt.sp.li e .
W-1 CI

¥÷Yuvan
Equazione LINEARE OMOGENEA
-

Sia ✓ un K -spazio vettoriale .

Siano Ns , . . .vn C-
V

.
Considero l'equazione

✗ivi t.n.tl/nVn-- È ⑧

per
le n - incognite × , / nn ,

in C- K .

Si chiama equazione lineare omogenea

con n - incognite

(Ii
, . .

.

, 2.) c- 1K
"

è una soluzione
=

di ⑧ se a. V.

t.rtbnvn-8.ES#pio
:

{
× , -4×3--0

✗ a + ×, -0
è un'equazione lineare

f-
omogenea.

×
, / ! / +xrliltxsf ? / =/ :)

FIÈ vi - ( II. ↳ =L ?? ↳ =
✗e
+×} ✓ =/R?



teorema L' insieme delle soluzioni di

un'equazione lineare
omogenea

è

un sottospazio vettoriale di ¥
"

.

Dirà
1) Sup . È LA , . . > an) , À = ( pi , . . , Pn) C-Kt

"

sono soluzioni .-3 devit.itdnvn = È

finit _ . . 1- psnvn
=@

In
Itp

>
= la . . . . ., an) 1- la , . . , Bn) - (Età , . . > antpn)

è una soluzione?

1.Vit . - - tank = (aitpiv , 1- . . - 1- (✗ntpn) un

= (divitnntdnvn) 1- (pihtnntpnvn)

ne e-
= 8+8=8

⇒ fa
, ,
. . , an) = Etf è soluzione

.

⇒ L' insieme delle soluzioni è chiuso per

la somma.

2) Sia I' = (di , . . > an) C- 1k
"

una soluzione .

⇒ diVit . . - 1- dnvn = È .

Sia da k
.

⇒ aI è soluzione?

AI = altri , . . . , du) = (dai , . . . ,
Ian )

in ~

B, Bn

= ( pi , - , Pn)



piu , t-n.tpnvn-tadvitn.it/aan)vn
= > (dih§ntdnVn)-

⇒ È -8

⇒ LÌ è soluzione
.

Quindi
,

l' insieme delle soluzioni

è chiuso per il prodotto fra
vettori

e scalari .

⇒ l' inisieme delle soluzioni è sottospazio
di K" Ba

-

Esewipio : {
× , -4×3--0 L' insieme delle
✗ a + ×} -0 soluzioni è un

soltospal-iod-R.rs
( per il teorema)

precedente

{ × , = 4×3✗E - ✗3 Le soluzioni sono vettori in

R' della forma |? :?) -11!)
✗3

con GER .

Insieme

i
⇒ """"

£

Retta passante per l'origine.



4 possibilita'

• W = { 4,0, o)?Se W è un

• W =
una vetta passantesottospazio di ¢3 ⇒ { per
l'origine

• W = un piano passante
per l'origine

{ •W =/123
-

Sia V un K -spazio vettoriale

V11 . . . , Un
C- V

Ii
,
- -

n

,
In C- 1K

I.vita . . 1- tnvn C-V
-

Combinazione lineare dei

vettori v.
, _

. ./ vn .

PRI Sia V
un 1K - spazio vettoriale .

V1 , - ri , Un
C- ✓

di tutte
sia W - { 1. v. t.ntanvnlzi.ae/KY--

Insieme

le combinazioni
lineare di

V1 , - - , Un r

Allora W è un sottospazio di V .

Bind
Wi , wz

C-W ⇒ W,
=D

,Vit - - 1- dnvn

Wz = fini t - n 1- Burn



W
,
tua = ( di V , + . _ A dnvn) + ( peu , 1- - ntpnvn)

= (dita ) V, t . . . 1- (dntpn)un

÷ mai

= 1in , + . _ ttnvn C- W

W , tua C- W ( N è chiuso per
la somma)

2) w c-W
,
1 c- IK .

W = din , t - - 1- dnvn di reti
1W = 1 ( dint -ntanvn) = TÈ ,

1- - . + ladri)un

= diVit . . +dava C-W

⇒ aw EW ( W è chiuso per la )
molt. fra vettori e scalari

⇒ W è sdtosp . di Na
-

V K- spazio vettoriale.

Tt
,
W sottospazi vettoriali di V.

( Intersezione) Ttnw = { ✓ c-✓ 1 vette ✓ c-W}
=

( unione a- UW = { ✓ c-V I veti : new}

Sono sotto,p . di V ?

-

WWF Wi
, wz C- -0MW

⇒

{ W,
c-Ù

,
wicw

WzÉÙ
,

We C-W



E w.tw, C-
tt

è soltosp .
⇒

A A

tt

TI
è soltoip .

→
. w , +w,

c-W} ⇒ Witwzcttnpyw
ttnw è chiuso

aw aw
per

la somma
.

vc-ttn.nl ⇒ vento èvc-W.AE#
.

è

soltosp .
⇒ tv c-Ti

÷

soap . ⇒
a
,
c- w } ⇒ tvatinwW è

⇒ ttnw è

chiuso per
la molt

.

W fra vettori e scalari

Quindi TTMW è un sottospazio di V

Oss: TMW non può essere vuota

Òcttnw .
Può accadere che -0mW-28}

.

-

Vi , va C-
ÙUW

Me o u, c-
W

Va C-Tt o Nsfw

vi + va ÉTTUW



Esempio iy R2
w

V - R
?

" { ↳ g) ↳←*}

È
"

E- { ix. a / ✗ c-R}

( 1
,
a) C- It

co
,
1) c- W

l'
/
01+(0,11--4,1) #I

⇒ 4,11¢ -00W .

⇒ TTUW non è chiuso
per

la somma .

TTUW non è in generale un sottosp .

vettoriale

teorema Sia V un #- spazio vettoriale .

Siano W
, ,
Wr sottosp . vettoriali di V .

Allora W
,
una è soltosp .

vettoriale

di V ⇐I W ,
C- Wa o Wz C- Wi

Dij
"⇐ "

I Ip .
W

,
C- Wz ⇒ Wiuwz -Wz è

oppure

" ew . ⇒ www..in .
} !!!



"⇒
"

1 Sup . Wiuwa è soltosp .

Dim
. per

assurdo
,

sup . che W
, ¢ Wa e Wa # W ,

Allora esistono } View , tale che un # Wa
wa C-Wa tale che ne# WI

Sia W =With
.

Will Wz è sdtosp . ⇒ WGW ,
Uwz allora

Wa-Wa
oppure WE V2 .

Se ne W , ⇒ w-w ,
c- Wi

Ww? Tu
,

f-Perché W , è sdtosp .

Ma W - wi - (WII
) -Wi - wa

⇒ WREN , ASSURDO
-i

Se Wawa ⇒
y
- wa C- V2

W, frate Perché Wz è sottosp .

Ma W -we = (witwe) - via = v.v , c-Wa
AEZIO

⇒ W
, C- Wz oppure Wa EWI TI


