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Richiamo dalla lezione precedente :

V Spazio vettoriale su 1K
.

SEV
.

( s > = Sottospazio generato = } >ii.+ . . +1min / Y , - -Nuts}7
, _ _ →LE #

generato da S
= Insieme di tutte le combinazioni

lineare dei vettori di S
.

{ v. , . . . .vn} è un sistema di generatori di V

se ✓ = Lui
,
. . / Vn ).

Cioè : fu C-✓ ⇒ esistono
7 ,

_ . ,
>nelle tali che V- Iii , t - tank .

Esempi ✓ =È
V
,
= (? I)

, va = (93)
, ↳ = ( 1 , -1 )

① Lui
, va , v3} è un sistema di generatori

② 4min} è un sistema di generatori

③ {vi} non è un sistema di generatori

④ v4 = (-6 ,
- 3) = -34

⇒÷{ vi. un} non
è un sistema di generatori f-!

"

I <mine)



Sia V un K - spazio vettoriale .

v1 , _ ^ , Un C-✓

Cerchiamo scalari ]
. ,

_ . .

/
In C- 1K

tali che
1
, Vet . - rttnvn = È

7 ,
n . ,
In sono le incognite .

• I. =L= _ _ . - In -0 è una soluzione (detta banale)

Domanda importante :
-

✓
SI ⇒ I vettori v. , _ . / nn sono

Ci sonolinearmentedipendent.io/ tre soluzioni?
↳

No ⇒ I vettori 4 , . . . > vn sono

linearmenl-eindipendenti-D.at
. 1) Diremo che i vettori vs , _ . . > nn sono

lineramenteindipendenti-s.ae l'unica soluzione

a Dsv, t - - • tank 28 è 1
,
=
- a. = In =D .

2) Diremo che i vettori nr , - ^ , nn sono

linearmentedipendenti-s.ae non sono

linearmente indipendenti . Cioè
,

esistono

di
, _

. . ,
In tali che dint . _1- tnvn =È

con i di non tutti nulli
.



Se Vs
, _ .

. , nn sono 1in
. indip .

diciamo che
l' insieme due , . . . , un} è libero .

Es . ✓=p
?

v. = (2,1) , V2 __ (0,3)

I. V, traeva = 8

a. (7) + a. ( 51=1:|

{ 27
= o { 7--0 [

-0

1
,
1-312--0 01-312--0 12=0

⇒ 4
,
va sono 1in . ìndip .

E . ✓=p
'

V , =/ 2,1) , vari (0,3) , ↳ = ( 1 ,
-1)

Iv ,
+72kt]> V} - È

a. (7) + al :/ task,/ =L :)

{
27

, +13--0

% +312-3=0 { ↳
= -21

,

31,1-312--0

{ 13=-27 ,g, = - a ,

Ci sono infinite soluzioni
Una

per ogni valore di 1
,

.

I
,
=L

,
22=-1 , Ss = -2

' • |? ) -" il :) -a. (f) =p ;)
I vettori sono

1in
. dij .



✓ =p
'

⇐ .
V ,
= ( 2

,
1)

vq =L-6 , -3 )

Vp = -3 v, ⇒ 3N
,
tre,

= È

-

⇒ 4 > v4 Sono linearmente
dipendenti

Dal punto di vista geometrico vi. va sono

linearmente dipendenti ⇒ sono paralleli
( v , = avra{ oppure per uno scalare)
v2=an, afk

Dime
) 1 , v , + dava = È

b-
p. I , f- O

IN = - Java

Y = V2

aek

V
,
= avz

⇒ vi e v2 sono paralleli .

⇐ ) se v
, e ne sono paralleli

V, = avra ⇒ v
,
- avra =È

1.Vi - avra =È

YnLcomb
.

lineare con al
1-1-0

meno uno scalare diverso da0

⇒ Y e v2 sono linearmente dipendenti ☒



Attenzione: Questa interpretazione geometrica
vale solo per

due vettori
.

Arenano visto che v. =/ ? ) , va-151,4=(1-1)
sono

1in
. dip . ma non sono paralleli .

-

Es . ✓=p
} Vi = ( 2, o , 1)

Va = C- 1 , 1,0)

↳ = ( 3,3 , 1)

IV. travata
>↳ = È

al:/ + art! / +713,1=1%1

{
27 -32 +333=0 21-73) - (-3311-33=0

72 + 373=0 { da = -3]}
]
, t Ag = o 1 , = -13

413=0

%:{ 72 = -31} dato

] , = -13

⇒ visiva , v3 sono Iineavmenteindipendaufi
{viivrivs} è

un insieme libero
.

V ' / " i V3 noj sono

sullo stesso piano .



¥.
V-È 4=(2/0,1)

V2 = (-1 , 1,0)

↳ = ( 1,1 , 1)

IV. 1- Janata>↳ = 8

a. ( État! / + ↳ 1 ! / =/ :)

{
2> , -32 1- 7, = o

2C- as) - (→3) 1- 1, = o

321-1 , = o { 12=-7}
2, + a} = o di = -73

{
0=0 Ci sono infinite soluzioni
12=-13
I vettori sonoline-qpmdti.to

,=-3

Se I} =-1 ⇒ di = 1
, 12 = 1

.

I. V
,
+ I - Va - I.v3 = È

Vg = Vi + v2

viii. ↳ stana
+"

sullo stesso piano .

LI ✓= 123 V, = ( 1 , -1 , o )

v2 = (0,2, 3)

↳ a C- 4 , 1 , 5)

v4 = ( 6 , 1,0 )

equazioni per 4au+ùi→↳+zm=ò_✓!!! !!»,



Ci sono
infinite soluzioni

.

I vettori sono linearmente dipendenti
-

Pryp .
(vedi Libro

, cap . 1 , pag 20)

Sia V uno spazio vettoriale e

vi , _ . . , un
C-V

.
I vettori dati sono linearmente

dipendenti se e solo se uno
di essi si può

scrivere come combinazione lineare dèi

rimanenti
vi. = ] , vi 1- . . . ttnvn
[

manca vi

Attenzione: v. = ( ! )
,
va :| ! ) , ↳ =L :)

Sono 1in
. dip . ⇐ zv

,
- Va 1- o.us =Ò

È vero che va = Zv ,
+o . ↳ ( v2

è Comb
.
lineare )

di ~, e v3

fa : non possiamo scrivere ↳ come combinazione

lineare di v, e va.

⇒ ) sup . v. , . .
. , nn sono 1in

. dipendenti .

Esistono ai
, → an non tolti nulli tali che

aiut . . . tank = È



Ci sarà qualche auto

aivi = - aiv , - dava - . . .
- Qnvn

✓
manca nù

ai =/ o ⇒ vi = vi va - un

7
, dz In

⇒ vi = 1
,
v
,
1- dava 1-

- mt Ink

[
manca vi

⇒ vi si scrive come comb
.

lineare dei rimanenti
.

✗ manca vi
⇐) Sup . vi =D ,

v
,
1- . - tank

Allora 1,4 + . . .+Ii- ivi_ , + C- 1)vi +bit ,viti t.it Ink
= È

-

Combinazione lineare di 4 , _
. . ,

un

uguale a Ò

- 1--10 ⇒ I vettori sono linearmente dipendenti
#

DI . Una base di uno spazio vettoriale V

è un sistema di generatori di V costituito

da vettori li-E-di.fi



{ vii. . .

>
Un} base di V significa→

✓ =L". -→ un >

→ {vi.→ un} è libero

Es . ✓=p
?

Vi = (71) ,
V2 = (0,3) , ↳ = ( 1 , -1) , v4 =L-6 , -3 )

Generatori
linearmente
zÈntiBashkim

, vs} ho * *

{" im } Base di ✓ ✓ ✓
1122

In } * ✓ Ad

Luini} DA xp ¥

¥ ✓=p
}

v. = ( 1,2, -1)

V2 -10,3 ,
1)

Sono linearmente indipendenti? si (
metà non

sono paralleli)

sono generatori di TE ?

✓=/a , b. c) c-È è il

""

piano
che contiene

]
,
V
, + 12 V2 = V a 4. v2



a. (E) +al :/ =L :)
a
/
b
,
e sono parametri liberi

}
? = a
27+372--6 di variare

.

-3,1-1<=2
di

,
22 Sono incognite .

{
dia
>« b}-
=
Il sistema ha una soluzione

12 = eta se e solo • se

eta = bja ⇐, sta - b +3<=0

Non c' è soluzione per qualsiasi %)

Ad esempio per | ! / =/ {)

⇒ fui , va} non è un sistema di generatori
Hive} non è una base di R?

Ej . ✓ = v ,
= ( 1

,
2
,
-1)

V22 ( o
,
3
,
1)

V3 = ( o , o, 1)

Sono generatori? ✓=/a. b. c) C- 123

✓= 1
, v. travata > V3

a. (1) + art ;) + al :/ =/ { )



a , = a

{
a -_ a

{ 27,1-34 = b a, =

b-Y-71-dztds-cas-a-fb-j-ajtc.ae
= bzja ✓ Soluzione unica

.

4 ' v2 , vs sono generatori di R?

✓riva, vs sono 1in
. indip . ?

Ivi 1- dava +1,↳ = È ⇒
La soluzione
unica è

2, e 12--73=0

(a-0,6--0 , <=D

Ne
/ v2 , ns sono linearmente indipendenti .

Allora tu
, vais } è una base di R?


