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Richiamo dalla lezione precedente :

V Spazio vettoriale su 1K
.

Y
,
- - . . /

un C- V sono linearmente indipendenti se ;

Iii
, 1- _ _ . 1-In un = È → 11=0 ,

dico .
. . . Info ,

vii. . . / va linearmente indipendenti ⇒ Lui
,
. . . .vn} è libero

{vii. →un} è una base safari
) ?" " -

' un} è libero
( vi , _ ./ vn Sono 1in . iudip . )

↳ 2) { vi , . . . .vn} è un sistema
di generatori
( ✓= Lui

,
. . .vn ) )

Teorema
-

Credi Libro Cap . I , p . 21) Sia

Lui , _ . / un} base di V . Ogni vettore di V

si può scrivere in modouni-c.me combinazione

lineare dei vettori vi
,
- ryrn .

Dirà

sia ✓ c- ✓ .
Sicuramente si può

scrivere come

( perché
mi - → nn )

✓= Init - a. 1- Invan sono generatori



Supponiamo che anche

✓ =Mmt - - +Unum

⇒ ] , v. + . . . 1- Invii = µ ,v , 1- - - . +Munn

(1
,
-Mtv , 1- . . .+ Can-Minn = È
un

& I

divi 1- . . .1- dnvn = È
-

Combinazione lineare uguale a Ò

⇒ 4=0
,
Leo

,
e - . ,

penso ( Perchè vi / nyvn sono)
1in

. indip .

I ,-Mio , 12-Mio, - - . , In-Un -_ o

⇒ di __Mi ,
12 = Ma, _ _ .

,
In=p" .

Quindi la scrittura di v come combinazione
lineare di 4 , - riva è unica 1%

Una base ci permette di associare

una seguente di numeri (scalari ) ad

ogni vettore in modo unico

÷

Abbiamo visto

per R2
Geometricamente) che
servono almeno 2 vettori

per avere
un sistema di generation

"

( il vettore non può essere generatore)



È
"

Pa È sereno almeno 3 vettori
per avere

un sistema di generatori
pe

⇐È#¥→.ws

Dopo vedremo che per R
"

servono n generatori .
-

Esempio di
uno spazio vettoriale

pe
- il quale

servono ¥ generatori :

✓ =Rtx) plx) C-V

=

PG) = ao ta,✗ + . . . + anxn (
" non è fisso

.

Può essere
arbitrariamente

grande 1

pelo) =È 1-3×2 più .EU

Pdx ) = ✗
"°""

+7×3+3 p, GV

plx) = ao . I ta ,
• ✗ 1- . _ . + an - ×

"



vi = 1 Sistema di generatori
V2 = ✗

} ⇐✓ { " " " " " "
"

"
" " }

↳ = ✗
2

:
Un = ✗

h-1

Vnt , = ✗
"

:

DI. (vedi libro , cap . 1 , p. 23) Uno spazio
vettoriale V è detto finitamentegenrato
se esiste un insieme finito di generatori di V.

Es .
✓ = Rtx}

, ,
è fintamente generato .

pcx) C- V pcxi-aota.xtaaxrtasxst.ae, ×"

⇒ | 1
, × , ×? ×? ✗ 4 } è un sistema

finito di generatori .
=

lemmadetloscambif.li spazio vettoriale
vi. . . . / Un C-V {4 . .

. . , un} insieme di generatori
Wi

,
. . . / Wr C- V {wi , - nn, Wr} libero

(wi , - → wr linearmente)indipendenti
Allora : rari

.



Esempio ✓= per v
,
-12,1) Abbiamo visto che

va-193) {una} è un

insieme di generatori

⇒ Un insieme di vettori { iniuria} in☒
Per il lemma

e sempre linearmente dipedenti .dello scambio

-

Il numero di vettori
§
Il numero di vettori
in un sistema

in un insieme libero di generatori

-

Prima di dimostrare il lemma ci serve

il seguente risultato :

Esercizio : Siano wi , _ . , wr vettori 1in . indip .

Allora W , -1-0-3 . . . . wr # È

Dion .

- Supponiamo che sia wi - È per qualche i .

O -Wit . . .to .wi.it ; ; :[
to.wii-itn.to - Wu = È

un

-
Combinazione lineare di me , . . ,wr uguale a Ò

e i coefficienti non sono tutti nulli ( ai =/ =/ o)

⇒ wi , . . >wr sono 1in
. dip . ASSURDI.



E { è } è 1in
. dip . (1.È - è )

48
,
v7 è 1in

. dip . (

t.o-to.net/-Dim.dellemmadelloscambio-
{viii. . /un} è un insieme di generatori

{wi , _ . . /Wr} è un insieme libero
.

Vogliamo dimostrare che rt n.

W
,
= 74 t.n.tn turn (perche

' {vii. yvn) è un )
insieme di generatori

Qualche ai # ° ( %:
"!! !:[ p:[!

"e

i vettori wi , . . >wr sono 1in
. iudip.
)

Posso supporre
che i-n

,
cioè che sia Info

{W, = ÷
.

v ,

t.it?j--iVn-itVnVn--⑤w ' vi - . . .- un- i

✗
i ✗2 da

un = diWi 1- devi 1- . . .
+ dura- , =

Combinazione lineare
di { visivi , . . ./ un-1}

Vediamo {Wiiu , . . . , un-i} è ancora un sistema
di generatori



Sia UEV Perché

è !"::L :
✓ = 1

,Vit . . . 1- In-inni ttnvn

"

generatori
↳[

Un = d,W , 1- devi 1- . . .
+ In Un-1

=3 , V, tu . + In
_, un- i 1- In (d.W, tdrv , 1- _ . + ✗numi )

= ndi)w,
1- ( 1

,
1- anda) va 1- . _+ (non_, + anzi) un-i
-

Combinazione lineare di {uh
,vi , . . , un-i}

Quindi lui
, vi , . . , una} è un sistema di generatori .

⇒ W,
= fini , + divi 1- nnt In-ivn-1

Qualche ai =/ o (
altrimenti sarebbe w, - aw ,

-è

che non può essere perché
( {wi , . . /Wr} sono 1in

.
indip . |

Posso
supporre

che In-i =/ o

⇒ vn-i-i-wr-I-n.in -È.in - n . .
- II.in -2In-1

-

Combinazione lineare di wiiwz, V , , . → Un-2 .

Applicando lo stesso ragionamento ⇒ {wiswa , v, . . . , un-a}

è un sistema di generatori .



In generale si ottiene un sistema

di generatori
{WI /Wr , - - yws , Va , . . . / Un- s } per ogni 1 Eser

se fosse rsn si ha :

{wi
,
. . . , wn} ← insieme di generatori .

{wi , - swr} è
Allora Wnt , = diWit - - • + InWn ⇒ linearmente

dipendenti
ASSURDI .

⇒ non può essere r >n .

tre *

T
coreane Tutte le basi di uno spazio

vettoriale V ( finitamente generato) hanno
lo stesso numero di elementi

.

Ding . Siamo { vi , . . , un} e {w, i. → wr} due
basi di V

dello

1) lui . . . .
/ un} insieme di generatori } !!:{ io{wiin, wr} insieme libero → ✓ Eh

2) lui , _ , un } insieme
libero

dello
scambio

hw" - →wr} insieme di generatori} """-→n±r
⇒

. ☒



⇒ Il numero
di elementi di una

base dipende solo dello spazio
vettoriale ( non dalla base scelta)

Def La ¥e
di

uno spazio vettorialeeiilnumerodielemenl-idiunabase.fi
-

① 1K
"

- { fai , . . . > an) / ai , _ . . auf#}

Siano V
,
= ( 1,0

,
_ . . .

,
0)

v2 = (0
,

1
,
_ _ . .

,
0)

vs = (o , 0 , 1 , - . . , 0)

:

vi. =/ 0, - - e

,
0
,
1
, ,

. . . ,
0 )

Ii:
:
nn= ( 0 , 0, n - n .

,
0
,

1 )

Iv ,
+ rozvzt . . . +>nun = (7

,
12
, . . . ,

In )

vii.→ nn sono generatori? SI

si
.
fai , . . , an) c- 1K

"

fai , . . , an) = air, 1- _ . + anvn



vii. . . / vn sono linearmente indipendenti ? si

Av , t - - tank = È ⇒ (si
, _ . . >
In) =/0, _ . . , o]

11--0
,
. . , In -_o

⇒ vi , . . .vn son 1in
. iadip .

{vii. niun } è una base
. dimÈ_↳

-

È chiamata Basecaninia

Base canonica di È : | ( 1,0) , ( 0,1 ) }
1 ,

di R
?

? { ( 1,0 , o ) , ( o , 1,0 ) , lo / 0,1) }
ecc .

e-spazio )Base canonica di £ { ( i. of , (o, / ) } (
" e "

vettoriale

a dì È { ( i.0,01 , Cal , , (0/0,1)}

-

v. Matnon CIK) Base canonica di V

contiene le matrici
0 - - n i 0

Eij = ( o - - • |-O / e-i
0 - - - . O

1
;

Bale : { En , Eir , . . ./ Ein , Eri , . . . /Fan , - . . . > Ehi , _ _ . / Elen}

dimlmatw.nl#I)--kn



Base canonica di Mata
, >
(R) :

{ % : :) , (: : :| , % : :| , / °o°1 O 0
)
,

(
° ° o

• io ) , ( :S ;)}

dimlmatu.GR/--6-pcxI=aoI-a,xt---tanX"
V = # [×]

» = aonitaixt . . 1-ai"

Base canonica di V : { 1 , × , ×? . . . , ×
" }

din ( 1k173m)- nti
-

✓ = ①
come R- spazio vettoriale .

Base { 1
,
:}

Dirà
2- C- CI 2- = a + ib a- Reca? c-☒

b. = In Cz)

2- = a. I + b. io

-
⇒ 21

,
i} è un insieme di

generatori .

Sono 1in . indip .?

7,12<=12 ⇒ 7-
1 + sii = o



Re ( >il + dai / = di = Reco ) -o

In / 1, - I 1- dai / = da
= Inco) -0

⇒ I. =D, -_ o ⇒ Sono
.
Lin . indip .

Quindi 21 , i } è una base di

¢ come F- spazio vettoriale
.

La dimensione di gesto spazio e' £ .

-

④ come CI -spazio vettoriale

Base -_ { i }

-

⇒ 31 } è generatore.
2- C- ¢ ⇒ 2- = 2- . I

Comb
.

lineare
di 1

1. 1=0 ⇒ 1=0 ⇒ { i } è 1in .indip.az.

21? è una base
.

④ come ¢ - spazio vettoriale ha
\

dimensione 1
.


