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Richiamo dalla lezione precedente :

lemmaddtoscaenbsoio
Il numero di vettori Il numero di vettori

& in un sistema
in un insieme libero di generatori

Conseguenza :

Tutte le basi di uno spazio vettoriale hanno

lo stesso numero
di elementi

La dimensioneDef.
_

di
uno spazio vettoriale

è il numero di elementi di una base .

cnzz.en-edallemmadelloscambi-i.tl
uno spazio vettoriale dimlv ) - n

( Esiste una base di V
con n elementi)

{ uh
, . . . ,
wr} vettori di V

• Se r> n ⇒ i vettori sono
linearmente dipendenti .

• Se rcn ⇒ i vettori non sono un sistema di

generatori .



± In R?

Un insieme di 3 vettori è sempre
1in . dip .

Un insieme di 1 vettore non è un generatore .

AÈe :

Teorema (vedi libro
, cap . 1

, p . 27)
-

V spazi . vettoriale ,
Linh - n

D Se vieni , nn sono 1in
. iudip .

allora essi

sono anche un sistema di generatori di V

(e quindi sono una base di v ) .

2) Se
vi
, -
- yvn sono un sistema di generatori

di V allora essi sono anche 1in
. indip.

( e quindi sono una base di V )
.

Pim .

1) Supp .
che Lui

, - ynn } sono 1in
. iudip ,

e supp . che Lui , - in} ne è un sistema

di generatori .

⇒ Esiste WEV tale che w non è Comb
.

lineare di v. , -→ un .

Vediamo che Lui , n, . . , un} è 1in
. indip .



dwtriv , 1- . . . tank = 8

Se ✗ =/ 0 allora W =
- Iv ,

-
. _ .

- G-un
-

Comb
.
lineare di v1 , _ . . / un

⇒
⇒ 3.mt - a.tanta __8

{ v , / →un} è libero ⇒ 1, -0, n . .

, In __ o

⇒ { w ,
v
, .
. . > un} è 1in

.
"dip .

ASSURDI

⇒ Lui
,
- e, va} è un sistema di generatori

e quindi una base di V. ☒

2) Supp . Lui , . . , un} sono generatori

supp . Ivi
,
. . .

/
un } sono 1in

. dipendenti .

⇒ Uno di essi è comb . lineare dei rimanenti .

[Vi = divi 1- nntlnnn
✓ Manca vi

insieme di generatori .

Sia wav
. :*:*:*

.

Ivi =D
,Vit tdnvn

Manca vi



W = Init - -Fdi
-ivi-ittivittitivitit-tank
- vi =D

,Vit . a. tdnvn
✓

Manca vi

Combinazione lineare

w-a.i-ai.iu.i-ai.i.si?i..ii:i:ii:i:i;iiiii?...+.-
- . -1-(7+74)Vn

⇒ {viii.Mi- i ,via , _ . . /
un} è un insieme di

LI generatori
elementi

assurto .

⇒ Lui , - nn , Un} sono 1in
. iudip . e quindi sono
una base a.

-

Tenuto V spazio vettoriale dink"
.

Lui
.
- → vs} insieme di generatori ( s> n)

Da questo insieme di generatori posso sempre

estrarre una base
.



Ein .

Vi , _ _ . / Vs generatori .
Sono anche 1in

. ìndip .?

Se § allora lui
,
. .ms} sono già una base G-n)

se NI i vettori sono dipendenti . Quindi
uno di essi è eomb

.
lineare dei rimanenti

.

( Possiamo supporre
che sia l'ultimo )

vs = divi

t-ntds-ins-i.to
si cancella dall' elenco

.

Vediamo che / vi , . .
, Vs- i} Soyo ancora generatori .

Perche'

sia wev
✓ = Hit - n

+1s, vs- , 1-Asv,
[ ?" / → vs}

è un

sistema
di gene-ato![

diht-ntas-ivs-I-qvit.ntds-ivs-itdsfaivitn.tas-ivs.it
=

•
+ Isa ,)v , + . . . 1- (As- i 1- Isis-1) vs- i
-

Combinazione lineare di lui
,
_ " vs- i}

⇒ I vettori Lm
,
_ . > vs- i} sono ancora un insieme

di generatori .

Ivi , - , vs- i } sono 1in
. iudip . ?



Se £1 allora sono una base (finito)

se IO si ripete il ragionamento

-
a -

> ~

arrivati ad avere esattamente nudi ,
Il procedimento termina a questo punto

e si ottiene una base di Vta

È f- È v. =L ! ) , vi. (È ) , ↳ =L ! )

☐ = {v. in .us> =
il più piccolo soltosp. di
che contiene Nina / v3

.

dinto = ? Base di te ?

{4 , va .us } sono generatori di tt
.

Sono 1in
. ìndip .?

a. l'± .) + art -11+7>1 :/ =/ %)

{
I - 272 = o } 2 , = 29222
,
- 472 +7> = o 47

, -4721-73=0
- 1

, + 2721-13=0 ( -21<1-2721-1> Io

{
7--212
13--0 Infinite soluzioni
o = o

vi
/ v2 /v3 sono 1in

. dip.



12--1 , 1 ,
= 2

, 13--0 è una soluzione

⇒ 2. v , 1- 1. va 1- 0 . v3 = È

⇒ Va = -24 - Onu, = / v.
, vs ) (tolgo va)

⇒ V
,
= - { va - o . v3 TI - live.us ) (tolgo m)

Attenzione : Non possiamo togliere v
, perché v3

non è combinazione lineare di te
, e va .

Prendiamo E- { vi. ↳ ) . Sono 1in
. indip .?

a. vita .us -è ]
, / Ì, / + art :/ =/ ? )

fa ' -0 {
7--0

271-12--0 1,_ ⇒ 74 , v3? sono 1in . indip ,
→ , +12--0 o = o

⇒ tu , .rs} è una base di -0
.

Tt = piano generato
da Lui

, vs}

÷
.

Luz
, v3 }



Es . ✓=P
"

v. =/È / vi. |;)
,

↳ = È;-)
,

↳ =/È
F- Lui , va , vs , v4)

diate ? Base di = ?

Lui
,Naik , va? sono generatori di te .

Sono 1in
.

in dip . ?

Jin , 1- Iva +1,Nathan, = È

}
4 equazioni ( risolvere

il |sistemain 4 incognite

~) { 12=-3
] ,

→ Infinite soluzioni
]
,
= -§ a ,

| %, ⇒ vi / Kirsty sono 1in
. dip .

]
, =3

,
da = -2

,
]
,
= -1

,
7
,
= o è una soluzione

⇒ 3N
, -2m - ↳ tonny =È

{
u ,
= } natty to .ly ⇒ Ù = <Va

, vs , va, )Possiamo
scrivere v2 = { v , - { ↳ 1- 0 . v4 ⇒ tt-2.vn , V] , ve, >

↳ = Iv, - 2h 1- o • V4 =) Tt = Lui , V2 , V4 )

Attenzione. Vy non è combinazione lineare

di quei} . Quindi D- =/ live.ve ,vs)



Prendiamo Tt = 24,4 , v4 >

vi. va , v4 Sono 1in
. indip?

I
,vetrina 1-134=8

al:/ + al:/ + al:/ =L:|
3 ,

= 37]

}
]'
2721-473--0

→ +
È! ! { a. = -2»C-3-21-1773=0271-721-473--0

(6-21-477--0
2, - o

} !}?? far- o ⇒ viii. in su12=-273
I> =D 1in

. indip .
813=0 0=0

⇒ { vi.Kim} è una
base di Tt

⇒ dim3 .

Geometricamente :

↳ =3, -2,
✓

"" " '↳ "" °
sullo stesso piano

← Ipi:[
"È e " """ .

-

,

-

,

-

'

% ÷.



Foreign Sea V uno spazio vettoriale di

dimensione finita
.

dimltn

Lui , _ . . / vr} vettori 1in
. indip .

(rsm) .

L' insieme Lui , . . >Nr} può sempre essere

-

in modo di ottenere una base di v.completato

' lui
.
. . / un} sono generatori ?

Se § ⇒ Sono già una base di N (an)

se Io ⇒ esiste qualche vettore Vizier
che non è combinazione lineare dei

vettori vi
,
. . .

/ Vr .

Vediamo che { 4 , . . .in , via , } sono ancora 1in
. indip.

Sup . I , V , 1- . . . 1- Irvin + Intinti = 8

Se arti =/ o ⇒ vizi =
- ¥+4 - -

. .

- Èin
- Assurto .

Combinazione lineare
di Lui , _ . / vr}

⇒ It , = o

⇒ ] ,Vit . -
1- Ivu = È

{Y , - - yvr} sono 1in . indip . ⇒
Ii° , . . .ir - o



⇒ Quindi {v , . . . .

/
vr
,
v.+ ,} sono ancora

1in
. indip

.

Sono generatori ?
Se SI ⇒ sono una

base di V (rtl -n)

Se lo ⇒ esiste vita C-V che non

è eomb . lineare dei vettori vi , . . > vrt ,

⇒ } Vi , - nsnr , km , nrtz} Sono ancora
1in

. indip . ecc .

Una volta ottenuti in vettori il procedimento
termina

. ☒


