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Richiamo dalla lezione precedente :
-

iii.im?:::iiw-ai.c-u-#
FORMULA DI GRASSMANN .

-

TI =p
>

sottospazio di
equazione × ,-2%+4×5-0

dim -0 - ?
Base dite ?

Sistema di luna) equazione in 3 incognite :

✗, = 2×2-4×3
un

2 parametri liberi di variare
=

Infinite soluzioni . Una per ogni valore di ×> , ×} .

'sponde CorrispondePoniamo ✗2=11
,
×>
= 72

[
↳""

×
,» [ a ✗2--0a ✗2=1

×> =/

×
,
= 27, -412

v. (¥; / c-ti ⇒ v -_ (""
"" / = a. % / +sai ! )È



⇒ ✓ C- It è combinazione lineare dici vettori

a. =L! ) ↳ =/
'

! / (un-au.taau.IT/---2u,,urS
Sono linearmente i-dip .

:

a. a. + aver
-

- à ⇒ a. (? / +art:/ =/ :|
2> , -412=0

{ 1 , = •

=
mi / Ue sono

i- dip .

72 =-

e quindi
{ china} è una base di -0

.

-

✓ <→ R"È V spazio vettoriale .

U
,
c- (0,2 , 0, - il

{v, / Va , ↳ , V4 } base di V
. manca , 2 , -1,01

↳c- (1,0 , -1,1 )

ll
,
= Zvz - v4

↳ = V
, 1-2m -↳

= { U , > Una / Us)

Us - u
,
-↳ tre,

dint' = ? Base dieta?

Sappiamo : dink 4 .

din -013

" ' ' ↳ in] sono Lin
. indip .

? 7 ,
Uitazuzttosu>È

1
,
/ 2k -v4) +salutava-b) t] , (vi-↳ tre) -8



"÷:ì:÷::÷::::"⇒-
÷ ÷ ÷ -0

{121-13--0 {
12=-13

|
da = -13

27
,
1-272=0 7 , = -12 7, = 73

-12 -73--0 0 = o 0 = o| -7
, 1-13=0 0=0

0 = 0

Infinite soluzioni , una per ogni 73 .

⇒ I vettori sono
1in . Liz .

73--1 , 22=-1 , 7--1 ⇒ U
,
-Ha 1-↳ = È

↳ = -U,
1-42

F- lui , eh> u , sua sono 1in
.

i- dip . ?
Mi e clz non

1
, U , 1-dalla =e sono paralleli .

1
,
( Iva- V4) + . . .

= È
lli
,
ur sono 1in . iudip .

⇒ Lui
, una} formano una base di -0

.

dimtt -2
-

Siano
W ,
= Vi tvy

Wr - v2+ 2ns
Sia ✓ = Lui ,wa , ws ,wy)

Wg =-Vztvstvr, dimw-1
.

base diva?
wy =24+2,1-3v4



Iiii trrwrtrsw>+da Wy =È

7 , (Vitry) 1-bel _ . . ) + . ~ .
-Ò

Si trova un sistema di 4 equazioni
lineari

per 4 incognite .
Una incognita rimane libera di variare ⇒

infinite
soluzioni

⇒ Wi , wz, ns , Ny sono 1in
. Lip ,

Si trova che We,
= 2W ,

+Waters

W = Lui ,Waits)

1 ,W , 1-daWatling =Ó . . ,

si trova Afo
72--0
a>=D

⇒ wi
,Wz ,W} sono 1in

. indip .

⇒ {www.iw}} è una base di W ⇒ dimmi -3
.

--

Trovare Jim e basi dittnwe-u-i-W.tt
- Lui .ua>dimtt-ZW-swnwr.ws> dimmi =3

Grassmann : dimc-u-twl-dim-u-tdimw-dim-u-nul.ae
tttwcv

< 4



5- dintorni ) 2- 4 ⇒ dintorni) > I
-

La dimensione di ttnw è almeno 1
.

Sia VGTTMW ⇒ ✓ = dilettava = piwitlbawztfsws

⇒ attivita.tt?-vd--Alii+FiDtHvztiiIi-Asl-k+Y?--m)
( La - f.) v, + (241-222-batt]) v2 + f-da -2Pa -Adv, 1- fa , -A-B)v4
ne → non È

{
" "" = ° " ="

2×11-2×2-porta } -_ o fa = 24,1-241-83

- ×, -2g,_ p,» [ a, - ya , _ µ, _zp, -↳= ,
- d

,
-B , - B, IO -2

,
- da - A] __ o

fb, =✗2

{ Brera, tratto}-42
, -522 -3ps-0}-[da

1- 4ps -5oz -3ps - o
di = -22 - B} di = -22-B]

{ da=p}da = -2ps

{ LÌ -4A> 1-2%+73=-73÷ : Az = - B]} : ::d , = -2ps
LE P}



Infinite soluzioni
,

un parametro libero di variare
.

⇒ dimltinw) -1
di = -2

,
4<=1

Se fb>=L ⇒ p , = 1
, BE -1

⇒ vettaW ✓✓
•'" '
+alla = - Zu , tu,

↳witpawztfs.ws = W , -Wztw]

✓ = - zu , +un = -2 (TÈ, / +
città

, )

= Vi - Zv
,
- v3 1- 2kg

✓ = wi-wa-i.ws = ÈÈ _ artifizi-ÉTÉ,)
= Vi -2ns -v3 +2K,

Una base di TMW è data dal vettore

Base di -01W è {v3
V2 u, -2h - ↳

1-2hr4 i

2 3 1

dim-U-i-WI-dim-U-tdin.nl - dimfùnw )

= 4

⇒ a-+W -V

Base di 07W è qualsiasi base di V .

Ad esempio { vi / v2 / v3 /V4} .



EI Sia ttc R
"
il soltosp. generato

dai vettori in = ( 2,1 , 3 , -1)
Mr = ( 1

,
2
, -1,4 )

a) Verificare che a- (5,1 , io,
-7) appartiene

a Tt
.

a- aiutarci, ⇐ |:{) - ai / §, /+da / È, )

{ rata -5 }→§=di +242=1

sa, -22--10I 313) - C-1) = IO-a
, tua__→\-3+41-13=-7

b) Sia VCR
"
il soltosp . di equazione

{2x , -3×27×4--0 . dimv = ?
Base di ✓= ?

✗
µ =

- 2x
, +3×2
-

3 parametri liberi di variare × , ,k , ×} .

×, -0 Xiao
✗1=1 ✗2=1 ✗reo

⇒ Limiti =3 ✗2=0
×>⇒

×>
= '

Base di V : } (
°

e

÷
.
4%1:b0



c) Verificare che TTCV e completare la
base du , .ua} di Tt ad una base di V.

TE V ⇒ U , e ne soddisfano 2x
, -3×27×4=0

U
, =
(2,1 , 3 , -1) 212) - 34 ) 1- C- 17--4-3-1=0 ✓

U2 -11,2 , -1,4 ) 24) -3 (2) +4=2-61-4--0-

lli , Uz C- V .

Per completare { ui.ua} a una
base di V.

Per completare Lui , ma} a una base di V

prendo ↳ = ( o, o, 1 , o)

Verifico che lei , 42,43 Sono Lin
.
indi

p .

1 , u , 1-72421-1> ↳ = 8

a E) + a / ¥ / + al :/ =L :|

{ ÷ .

"

} -sai. .{ III.⇒ a -42--0
31 , -12
È
»

•

r

-7, +422 =D

paiodi ⇒ fa , > ua , ns} è una base
73--0

( 0=0 di Un



d) Sia WC R" il soltosp . di equazione

× , - X} 1-2×4=0

Trovare una base di VAN
e

di VTW.

V : 2x , -3×21-14--0 Nnw , { 2x, -3×27×4=0✗ , -×, 1-2×4=0
W : ✗ i - Xs 1-2×4 = o

}
✗4 = -2×11-3×2

×}
= ✗ , 1-2×4 = × , +2 (-2×11-3×2)

{
Xy = -2×11-3×2

×> = -3×11-6×2
-
2 parametri liberi di

variare ×. , ✗a .

si din (VAN) = 2 .

¥ 3ns È

Base di vnw :{ f! /;) }
Base di vtw ? dimcvtw ) =?

Grassmann : dimlvtw) - dimvtdimnl - dimfvnw)

Y T T
a

-

dimlvtwl -4W i × ,
- ×, 1-2×4=0 ⇒ × , = X> -2×4

3 parametri liberi
di variare ✗21×31×4

dimmi =3



vtw c- R" dimlvtwl -4

Allora vtw - R?

Base di VTW è qualunque base di R
"

Ad esempio :{ ( :| , 1:11:11 :| }
÷Iùa

.

e) È possibile trovare un soltosp .
vettoriale 2C R" tale che

Watt +02 ?

✗ I Todini
diem 3 dimz

Dal punto di vista della dimensione L

potrebbe esistere
.

Ma
,

se W - Tito L allora ÙCW
.

China soddisfano l'
ez . di W ?

U , = (2,1 , 3, -1)

ha = (1,2,-1,4 )
Wi ×

'
- ✗3+2×4=0

2- 31-21-17=-3--10 ⇒ metti

i - C- 1) 1-2147--10=1 o ⇒ ciacw

Quindi ttcw e un tale L non esiste .



f) dimttnw = ?

TTNW è un sdtosp .
Ai tt

.

TICIW allora dintorni ) < dimtt -2

Grassmann :

«
sina.si/--dim(-u-+w)--dim-u-tdimW-diml-u-nw)IT

4 = 5- dimfùnw)

⇒ i < dimtùnw ) < 2

⇒

dimlv-nwl-I-Basedi-u-nwel23.IS#-2)-
.


