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iùicidieambiamant•di↳_

f : v- W lineare

Y = Lui
,
_ . .

,
un } \

" = {vi. . . . , vi }
_
basi di ✓

± :{ w . . - → wm } = basi di W

I' = { wi . . . . , noi }

A matrice di f rispetto alle basi ± , re :

1- = M:(f)

A
'

matrice di f rispetto alle basi e
'

, d
'
:

A'= MÌIIFI

Si ha {
1- = ÉÀP (vedi lezioni 32-33 )11/11/20021

A' = SAP
"

P matrice di cambiamento di base in ✓

S matrice di cambiamento di base in W
.

P = MÌ
'

Cid) S = MIT
'

Cid)

f-
'
= MÈ , Cid) s'

'

= ME , Cid)

Caso particolare ✓ = W
.



f : V- ✓ endonorfismo lineare

vi. { vii. . / un}

E- lui , . . .

.
vi }
I basi di V A = NÈ (f)

A' = MÈ, (f)

⇒ S =P
=

Se A e
À

sono le matrici di f rispetto

a basi diverse , si ha :

A- =P
"

ÀP ⇐) A' = PAP
"

detta) = deitlp
"

ÀP )

= detlp
" ) detta

' ? detcp )

= d¥p) detta
' / detto)

= detta
' ) ⇒ dettami)

Quindi : Tolte le matrice associate alla

stessa funzione lineare f ( rispetto abaidu.ehaunolost-ssodeterminav.to(che dipende solo da & e non
delle

borse fissate .

Si pone detlf ) = detta) , dove A

è una matrice associata
a f .



DI Due matrici nxn
,
A e B

,
si dicono

se rappresentano la stessa funzione

lineare f
, rispetto a

basi diverse

( Quindi ? A- =P
_'
BP

,
dove P è una matrice )

invertibile (di cambiamento di base )

OSS : se A-
e
B

sono simili allora datcatdatcts?

Ma attenzione: se detta) -datiB) ciò non

significa che A e B siano

necessariamente simili .

tiempo a. =L: :) B- ( II )
dettato

detcbt-op-h-P.PT: ;) P =L: :) =/ B

A- e B non sono simili .

A- e B simili ⇒ rango (a) = rango (B) .

-
._

Data f : ✓→ V come
devo scegliere la

base {vi , . . , un} di N in modo che

la matrice 1- = MÌ (f) sia la più
"

semplice
"

possibile ?



Semplice [
Matrice triangolare

Meglio ancora se si riesce

a ottenere una matrice diagonale .

• ai
.ioa- l'÷:-. :|

au-Y.IE?a..:jau--ov----oR1
Lui . . . .vn} base di V f. ✓→ ✓

fini .ci?i+a:i.+...+aEvni:t=I:T
Qui

flu . ) - divi
1
"

colonna
-

di A

72

f- Iva) = aiivii-aiivai-a.it , + . . + aìivn
412 O

flva) - Java1 :"HETE2
" colonna

Ànhsia→



@ C C
r . . .

Conclusione : la base { 4 .
. .

> un} deve

essere scelta in modo che :

fai -1in

(
cerchiamo una base

)fini -- dava di V costituita

: da antonetti di f

fcvn) - Darn

Def
-

.

Un vettore ✓ =/ È è detto

autouelt.seflv ) - Ivdi f
-

1 si chiama

autovalore
- (

vettori propri |valori propri n

In termini di matrici
,
l'efnazione

flutti diventa Aria
.

-

PIENA : data una funzione lineare f : ✓→ ✓

oppure
data una matrice quadrata A ,

come si possono calcolare gli autovalori

e gli auto -attori di f
,

o di A?

Cerchiamo di risolvere una ef.
dal tipo:

Av = In
incognito- grato ( autovetture )
(autovetture) incognito (autovalore)



✓=p:/ ⇒ | :
" - "" Il:/⇒ È:|
Qui - - - clan

negazioni
nti incognite X , .

. . , Xu ,
]
.

II. Av -
-
du

Au - su -_È au -
_ al :-.? / v
un

(A - II / ✓ = Ó I -matrice identica

sia B- A-DI

Bu - È

Una soluzione esiste
sempre

V25'

Enon è
accettabile .

Voglio che ci siano altre soluzioni (=/ È )

Quindi questo sistema Bn - E deve ammettere

pi-diurasolur-ione-n.gl/ogh' amo che B non

sia invertibile
.

⇒ dottore
Si conclude che 1 soddisfa

Una equazionedat(A-dI- per l'incognita I .



Risolvendo questa equazione si trovano

gli autovalori 1 della matrice A.

Sia A una matrice quadrata di ordine n
.

detta -SI) ←p-liE-r.it dallamatrice

detta -II) = beffa
"
" "" - - ' a"

è un

421 422-] - - - 42h | polinomio
di gradoÈn

,
- _ _ . Gun-7

U
.

1-=/?
- -

a.)
an - - - ann

dd-fa-jIJ-oegoazionecaralteri.fi#Es.-A--f
? :)

Calcolare gli autovalori di A.

detta -II) - dat /
→→ →

6 8-a)

= (-7-3118-2) - C-9) (6)

= 12 _ a -56+54

= 12 - ] -2



Equazione caratteristica 12-1-2--0

g. =
' -2

- -1

Gli autovalori di A sono I.=L e I> = -1 .

-
-

TI Calcolare gli autovalori di

A-- (? %)

detta - II) - dat / a-
a -1

i 3-
a)

= G- a) (3-a) - C-1) (1)

= 32-531-61-1

= 12-511-7

12-53+7=0 (
ez . caratteristica)

1=5+-27--287 +± v5
a-

=

_ ¢12
C- ¢

a
"
= s-t-air-z.ci

Is. Non esistono sempre autovalori reali
!

Ma esistono senza autovalori complessi ( Tea
Ford . )

.Algebra



-1 4) Calcolare gli autovalori¥ . A- = ( ° 4

di A.

detta -II/ =/
→ 4) = -4×4 -a) - c-DH )
- I 4 -2

" due soluzioni
= 12-471-4 = -27 reali

coincidenti "

Equazionecaratteristica (1-2)<=0

l' unico autovalore è 1--2 ( con molteplicità)
2

-
._

DEI se nel polinomio caratteristico di

A
compare un fattore del tipo d- a)?

si dice che l' autovalore d- a La

molteplicità ( questa è detta la

moltipiita-gebr.ca di un
autovalore)

.

-

Teorema
-

Due matrici simili A e Bhannahstesso polinomio caratteristico (e quindi
hanwa.Tstaiwblo.it
( vedi Libro , Cap . 4, p-142)



TE A e B simili -2-3 esiste una

matrice invertibile P Curatrice di cambiamento

di base) tale che 1- =P
_'

BP

detta - II ) = poi . caratteristico di A

= dat ( p
- '
BP -AIT

>P
- '

IP

FA ÌIP

= det (p- 'BP - P
"

IIP)

= det ( p
- '

( B -SI ) P )

= detlp
") date-21) detcp)

det CB-II) detto= :-#
= det (B-II) = poi .

caratteristico
di B

. TB

-

Affori an - an

(A -SIL - È
1- sostituire il valore dia

trovato
.

Sistema di
ez. lineari(A -II ) (¥

'

/ = | ! ) le soluzioni con nulle)
sono gli antoveltovi

che corrispondono all'autovalore 1 .



Ef . Sia a un
auto -alone di A .

L' insieme delle soluzioni del sistema

(A -1-1-7=8 è un sottospazi - vettoriale

che contiene gli autoctoni relativi
all' autovalore 1

.

È detto autosp-a.io
relativo all' autovalore 1

.

La dimensione di questo autospczi - è

detta la mHit
dell' autovalore 1

.

Es . a- fa → )
6 8

datCA-azi-_ri_a-z-_cs-rIQsi-n@AutoualoriA-_2.da
= -1 molteplicità

algebrica 1-

Calcolare gli autospaxi ( gli autoctoni ) .

nel
A- 21 =/

-7 -2 -9
'

1=(-9-9)
6 8 -2 6 6

(
→ → 11%1=1:|6 6



- Sx
, -9×2--0 { " =

- ✗2
1 parametro{ Gx

, 1-6m = o
° - °

libero
di variare

L' autospazio La dimensione 1 .

v. = (f) ← autovetture di 1. = 2
.

[ Base
=

Molteplicità geometrica di 1
,
-2 è uguale a 1 .

(
→ → / f :) -- E)⇒ f:|6 8 The
↳

Te
di ~

,

Av
,
- I. v , ✓

"

→⇒ =p
-a- c-☐ →

6 8- c-☐ / = (% ;)
- 6 - S

( • g) 1%1--1 :| un

fparaj.net.libero

{
- 64-5×2--0 { × ,

=
- { ✗a variare .

66, 1-5×2--0 0=0



La dimensione dell' autospazio relativo a 12= -1

è 1-⇒ molteplicità geometrica di aree-11
.

Base : (è ) -va autovetture
di z =-1 .

f- :/ I :/ =L:/«nel6

TI è a-


