Foglio di esercizi 3

Esercizio 1  Stabilire se i seguenti insieme sono sottospazi di M3 1(R) e, nel caso in cui lo siano,
calcolarne la dimensione.
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Esercizio 2 Verificare che i seguenti sottoinsiemi di R<3[z] sono sottospazi vettoriali di R<?[x] e,
nel caso in cui lo siano, calcolarne la dimensione.

Esercizio 3 Stabilire se i seguenti insieme sono sottospazi vettoriali di M,, ,(R), con m ed n
opportuni e, nel caso in cui lo siano, calcolarne la dimensione.
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Esercizio 4 Determinare una base dei sottospazi Wy, Wy, W1 N Wy, W1 + W5 e le dimensioni di
questi sottospazi per le seguenti scelte di W7 e Wa:

(a) Wy = {(z,y,2,t) ER* | 22 +y+2=0ey—2=0}e Wy = {(z,y,2,t) ER*| 22 +y =
0ey=0}

(b) W1 ={(z,y,2,t) ER*| z+y=0ez2+t=0}eWo = {(z,y,2,t) ER*| 2+2=0ey =0}
() Wi ={(z,y,2,t) ERY| 22 +y+2=0ey—2=0} e Wo=<(1,1,1,1) >

(d) W1 ={(z,y,2,t) ER*| 22 +y+2z=0ey—2=0} e Wy =< (1,1,0,0),(1,0,0,0) >

() Wy ={(z,y,2,t) ER*| o +2y+2—t=0}e Wy, =< (1,0,0,0),(1,0,1,2),(1,0,1,0) >
(f) W

£ =< (1,0,1,0),(1,2,1,2) > e W =< (2,0,0,0),(0,0,1,0) >

Esercizio 5 Determinare una base dei sottospazi Wy, Wy, Wi N Wy, Wi + W5 e le dimensioni di
questi sottospazi di R<3[X] per le seguenti scelte di W, e Wo:

(a) W1 ={aX?®+bXla,b e R} e Wy = {aX]|a € R}

(b) Wi = {aX3+bX?% + cXla,b,c € R} e Wy = {a X3 + BX?|a, B € R}
() W1 =< 1,X,X?2>e Wy =< X, X2 X3 >

(d) Wi =<1, X+X2>eWo=<1+X,X2>

() Wi =<1+2X2X+X?>eWy=<1+X2%X2>

Esercizio 6 Determinare una base e la dimensione dei sottospazi Wy, Wy, Wi N Wy, Wi + W
dello spazio M, ,,(R) per opportuni m, n, per le seguenti scelte di Wy e Wa:
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Esercizio 7 Stabilire se ognuno dei seguenti sottoinsiemi di R® & formato da vettori linearmente
indipendenti e se ¢ un insieme di generatori. Nel primo caso completare ad una base di R? e nel
secondo caso estrarre una base di R3:
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(a) S={(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}

(b) S ={(1,0,0),(0,1,1),(5,1,1)}

(C) S = {(1’ 0, 0)7 (57 L 1)}

(d) S=1{(1,1,0),(0,1,1),(5,1,1),(1,2,1)}

Esercizio 8 Stabilire se ognuno dei seguenti sottoinsiemi di R* & formato da vettori linearmente
indipendenti e se & un insieme di generatori. Nel primo caso completare ad una base di R* e nel
secondo caso estrarre una base di R*:

(a) S={(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}

(b) S =1{(1,0,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}

(¢) S=1{(1,0,0,0),(0,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}

(d) S =1{(,0,0,0),(0,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,1,1),(0,3,0,0)}

Esercizio 9 Stabilire se ognuno dei seguenti sottoinsiemi di R<?[z] & formato da vettori linear-
mente indipendenti e se ¢ un insieme di generatori. Nel primo caso completare ad una base di
R=2[z] e nel secondo caso estrarre una base di R<2[z]:

(b) S={1,z}
(c) S ={=z 2%}
(d) S={1+az,z2%}

Esercizio 10 Stabilire se ognuno dei seguenti sottoinsiemi di Mj2(R) ¢ formato da vettori li-
nearmente indipendenti e se € un insieme di generatori. Nel prirno caso completare ad una base
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Esercizio 11 Sia V un R-spazio vettoriale e siano wy,ws, ..., w, vettori di V.
Siano Wi =< wy,ws, ..., w, > e Wy sottospazi vettoriali di V.
Dimostrare che Wy C Wy <= w; € Wy perognit=1,...,n.
Esercizio 12 Sia V un R-spazio vettoriale e sia {v1, va,...,v,} una base di V.
(a) Dimostrare che {v1,vs + vy, vs,...,v,}, con @ € R, & una base di V.
(b) Dimostrare che {awvy,v2,vs,...,0,}, con a € R, & una base di V.
(¢) Dimostrare che {v1,v; + vo,...,v1 +v,} € una base di V.
(d) Dimostrare che {2vy,2vs,...,2v,} € una base di V.
(e) Dimostrare che {v1,v1 + 2vg,...,v1 + 2v,} € una base di V.
(f) Dimostrare che {v1,v1 +va,...,v1 + ...+ v,} & una base di V.



