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Fondamenti di Algebra Lineare e Geometria
Ingegneria Meccanica Matricole PARI
19 settembre 2017

TEMA A

Sia f: V — W un’applicazione lineare dallo spazio vettoriale V allo spazio vettoriale W.
Determinare quali delle seguenti affermazioni sono sempre vere. Se sono sempre vere fornire
una dimostrazione, se non sono sempre vere, fornire un controesempio.

(a) (1pt) Se dimV = dim W allora f & un isomorfismo.

(b) (2pt) Se Ker(f) = {0}, allora dim V' < dim W.

(c) (2pt) Se V =W = R3, allora Im(f) & ortogonale a Ker(f).

Soluzione. a) Falso, controesempio: 1'applicazione nulla tra due spazi vettoriali della stessa
dimensione. b) Vero, perché per ’equazione delle dimensioni si ha dimV = dimIm(f) <
dim W dove la disuguaglianza & vera perché Im(f) & un sottospazio di W. (c) Falso, ad
esempio se f ¢ determinata da f(e1) = f(e2) =0, f(e3) = e; allora Ker(f) = span{e;, ea}
che non ¢ ortogonale ad Im(f) = span{e; }.

Sia data I’applicazione lineare L4: R* — R* definita da L4 X = AX, con

1 0 -2 2
-4 1 8 -9
A= 3 -1 -6 7
-2 1 4 =5
(a) (1pt) Si determini una base di ImL 4.
(b) (2pt) Si determini una base per (ImL4)*.
(c) (2pt) Si determini una base ortonormale di KerL 4.
1
(d) (1pt) Si determini la proiezione ortogonale del vettore v = |9 | su KerL 4.
6
1] |2 |0] |0
. 0| (1| |0] |0 DA . .
(e) (2pt) Sia data la base B = ol lol 11l 13 di R*. Si determini la matrice Mg (L)
0] (o |0] |1
associata all’applicazione L 4 rispetto alla baseB.
9 16
(S e Y N B ) e
Soluzione. a S, . b N . C)§ == , —— . d . e
SNy ol 19 VB Ig|T VTO ] g 3 9 14
-2 =3
Nello spazio euclideo tridimensionale si considerino il punto P di coordinate ‘ i , la retta r
0 1 0
di equazioni parametriche ’ g ’ = ’ 1 ‘ +a ’ 9 ‘, per a € R, e la retta s di equazioni cartesiane

r+y—z2=2,2x+3y—2z=28.
1
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(a) (2pt) Determinare un’equazione cartesiana del piano 7 passante per P e contenente r.
(b) (3pt) Si determini la posizione reciproca di 7 ed s e se ne calcoli la distanza.
(c) (2pt) Si determini la posizione reciproca di s ed r.

Soluzione. a) y = 1, b) m ed s sono paralleli, d(s,7) = d (‘ %2 ) ,7r> = 3. ¢) r ed s non

si intersecano perché r ¢ contenuta in 7 che non interseca s per quanto visto in b). La

. . .1 .o |1
direzione di r & ‘ 0 ‘ mentre quella di s e ‘ 01, pertanto le due rette sono sghembe.

Sia z = a + ib un numero complesso, con a, b € R e sia w = % + %
(a) (2pt) Si determinino w e le sue radici cubiche complesse nel caso in cui z = 2 + 1.
(b) (2pt) Si determinino le condizioni che devono soddisfare a e b affinché il numero w sia

reale.

Soluzione. a) w = —1, le radici cubiche sono cos(%) + isin(5), —1 e cos(3F) + isin(3F). b)

Sostituendo z = a + ib nell’espressione di w e ponendone a 0 la parte immaginaria si trova
la condizione a = b + 1.

Sia data, al variare del parametro reale «, la matrice

0 0 4o
A=11 o 0
1 0 O

(a) (3pt) Si dica per quali valori di a la matrice A ¢ diagonalizzabile su R. E su C?
(b) (1pt) Si dica per quali valori di « la matrice A & ortogonalmente diagonalizzabile.
(c) (1pt) Si determini una base di autovettori per av = 1.

Soluzione. a) Le radici del polinomio caratteristico sono « e +24/«, quindi sono tutte reali
solo se a > 0 e sono tutte distinte se o # 0,4. Se o = 0 coincidono ma A non ¢ diagonale,
quindi se & = 0 la matrice A non & diagonalizzabile né su R ne su C. Se a = 4, 'autovalore 4
ha molteplicita algebrica 2 e molteplicita geometrica 1. In conclusione, A & diagonalizzabile
su R se e solo se & > 0, a # 4 ed & diagonalizzabile su C se e solo se « # 0,4. b) A non
& simmetrica per alcun valore di « quindi non & mai ortogonalmente diagonalizzabile. c¢)In

2 —6
2 .
3

2
r—y—z+w=0, }

9

0
1
0
1

T
Y
z
w

€ R4,

)

. . . AN 0
questo caso gli autovalori sono 1, 2, —2. Una base di autovettori e {‘ (1) ‘ ,
Si considerino i sottospazi U = < > e W = {

di R%.

(a) (3pt) Determinare una base di U N W ed una base di U + W.
(b) (1pt) L'unione delle due basi trovate al punto (a) ¢ una base di R*? Perché?

1
20+ 3y — 2z —-3w =10

1
2
0
2

10 0] |1 0
Soluzione. a) Base U + W: { 20610 } Base di U N W: { 5 } b) No, perche
20 111 1o 1

{0} #UNW C U+ W quindi i due insiemi di vettori non possono essere linearmente
indipendenti.
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TEMA B

Sia g: U — W un’applicazione lineare dallo spazio vettoriale U allo spazio vettoriale W.
Determinare quali delle seguenti affermazioni sono sempre vere. Se sono sempre vere fornire
una dimostrazione, se non sono sempre vere, fornire un controesempio.

(a) (2pt) Se U = W = R*, allora Im(g) ¢ ortogonale a Ker(g).

(b) (1pt) Se dimU = dim W allora g & un isomorfismo.

(c) (2pt) Se Ker(g) = {0}, allora dim W > dim U.

Soluzione. a) Falso, ad esempio se g ¢ determinata da g(e;) = g(e2) = 0, g(es) = ey,
g(eq) = ey allora Ker(g) = span{ey, e2} che non & ortogonale ad Im(g) = span{e,es}. b)
Falso, controesempio: ’applicazione nulla tra due spazi vettoriali della stessa dimensione.
c¢) Vero, perché per I'equazione delle dimensioni si ha dim U = dimIm(g) < dim W dove la
disuguaglianza ¢ vera perché Im(f) ¢ un sottospazio di W.

Sia data I’applicazione lineare Lp: R* — R* definita da LpX = BX, con

1 -4 -9 8
0 1 2 =2
B= 1 -2 -5 4
-1 3 7 -6
(a) (1pt) Si determini una base di ImLp.
(b) (2pt) Si determini una base per (ImLpg)*.
(c) (2pt) Si determini una base ortonormale di KerLp.
0
(d) (1pt) Si determini la proiezione ortogonale del vettore v = |} | su KerLp.
0
0l |1 |0] (O
. 1 120 1] [0/ oot o . .
(e) (2pt) Sia data la base C = ol lol ol 11 di R*. Si determini la matrice M¢ c(Lp)
ol |0f (1] (3
associata all’applicazione Lpg rispetto alla base C.
9 16
: o | e L8] 2 0 —4 =7
Soluzzone.a){ 5Ll }b){ 0|1 }c){\/g 0> v | 3 }d) %.e) 9 14
-2 -3
Nello spazio euclideo tridimensionale si considerino il punto () di coordinate _(1) , laretta s

,pert € R, e la retta r di equazioni cartesiane

. .. . T 0 -1
di equazioni parametriche ‘ Y ‘ = ‘ 1 ‘ +1 ’ g
r+y—z2=-2,2x+2y—-3z= -8
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(a) (2pt) Determinare un’equazione cartesiana del piano 8 passante per ) e contenente s.
(b) (3pt) Si determini la posizione reciproca di § ed r e se ne calcoli la distanza.
(c) (2pt) Si determini la posizione reciproca di s ed r.

Soluzione. a) z = 1, b) f ed r sono paralleli, d(r,5) = d(’é‘,ﬂ) = 3. ¢) r ed s non

si intersecano perché s & contenuta in 8 che non interseca r per quanto visto in b). La

-1 -1
direzione di s & ’ 2 ‘ mentre quella di r & ‘ 1 pertanto le due rette sono sghembe.

Sia £ = a 4 b un numero complesso, con a, b € R e sia y = % + Zl};fsl

(a) (2pt) Si determinino y e le sue radici cubiche complesse nel caso in cui z = 2 + i.
(b) (2pt) Si determinino le condizioni che devono soddisfare a e b affinché il numero y sia
reale.

us

Soluzione. a) y = —1, le radici cubiche sono cos(%) + isin(%), —1 e cos(5F) +isin(3F). b)
Sostituendo = = a + ib nell’espressione di y e ponendone a 0 la parte immaginaria si trova
la condizione a = b + 1.

Sia data, al variare del parametro reale [, la matrice

0 43 0
B=|-1 0 0
-1 0 -8

(a) (3pt) Si dica per quali valori di 8 la matrice B ¢ diagonalizzabile su R. E su C?
(b) (1pt) Si dica per quali valori di # la matrice B ¢ ortogonalmente diagonalizzabile.
(c) (1pt) Si determini una base di autovettori per § = —1.

Soluzione. a) Le radici del polinomio caratteristico sono —f e £21/—/3, quindi sono tutte
reali solo se 8 < 0 e sono tutte distinte se § # 0,—4. Se 8 = 0 coincidono ma B non &
diagonale, quindi se 8 = 0 la matrice B non ¢ diagonalizzabile ne su R ne su C. Se § = —4,
I’autovalore 4 ha molteplicita algebrica 2 e molteplicita geometrica 1. In conclusione, B ¢
diagonalizzabile su R se e solo se 8 < 0, § # —4 ed & diagonalizzabile su C se e solo se
B # 0,—4. b) B non ¢ simmetrica per alcun valore di § quindi non ¢ mai ortogonalmente
diagonalizzabile. ¢)In questo caso gli autovalori sono —1, 2, —2. Una base di autovettori e

{ 0| |—2| |6 ‘}
0 NNES
1 2 1712
1
Si considerino i sottospazi V = < 0 > eU = {
0
di R*.
(a) (3pt) Determinare una base di U NV ed una base di U + V.
(b) (1pt) L'unione delle due basi trovate al punto (a) & una base di R*? Perché?

) )

T
Y
z
w

c R —r+y+z—w=0, }

2
1
2 3r+2y—32—2w=0

)

21 1] |0
Soluzione. a) Base U + V: { SV } Base di UNV: { 9 } b) No, perche {0} #
ol Lol 11 0

UNV C U4V quindi i due insiemi di vettori non possono essere linearmente indipendenti.
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TEMA C

(1) Sia f: V — U un’applicazione lineare dallo spazio vettoriale V' allo spazio vettoriale U.
Determinare quali delle seguenti affermazioni sono sempre vere. Se sono sempre vere fornire
una dimostrazione, se non sono sempre vere, fornire un controesempio.

(a) (2pt) Se Ker(f) = {0}, allora dimU > dim V.
(b) (2pt) Se U =V = R*, allora Im(f) & ortogonale a Ker(f).
(c) (1pt) Se dimV = dim U allora f & un isomorfismo.

Soluzione. a) Vero, perché per I'equazione delle dimensioni si ha dimV = dimIm(f) <
dim U dove la disuguaglianza ¢ vera perché Im(f) ¢ un sottospazio di U. b) Falso, ad esem-
pio se f & determinata da f(e;) = f(e2) = 0, f(e3) = e1, f(es) = eq, allora Ker(f) =
span{ej, ea} che non & ortogonale ad Im(f) = span{ej,es}. c¢) Falso, controesempio:
I’applicazione nulla tra due spazi vettoriali della stessa dimensione.

(2) Sia data I’applicazione lineare Lo : R* — R* definita da Lo X = CX, con

-6 7 3 -1
4 -5 =2 1
C= -2 2 1 0
8 -9 —4 1
(a) (1pt) Si determini una base di ImLc.
(b) (2pt) Si determini una base per (ImL¢)*.
(c) (2pt) Si determini una base ortonormale di KerZ¢.
0
(d) (1pt) Si determini la proiezione ortogonale del vettore v = |$| su KerLc.
0
0| 0| (1] |3
. of lo| lo| 11| . .4 o . .
(e) (2pt) Sia data la base B = 11207 1ol o di R*. Si determini la matrice Mp g(L¢)
0| (1] (0] |O

associata all’applicazione L¢ rispetto alla base B.

9 16 -—-18 -—-34

o S| . 2 |-t L d 2 -4 -7 8 15
oluzione. a) %2, 2| [ ) 0l 1 . ¢) ol va s | )g.e) 9 14 —18 —39|

-2 -3 4 7

(3) Nello spazio euclideo tridimensionale si considerino il punto P di coordinate , laretta s

0
-1
2

. .. . 1 2 . .. .
di equazioni parametriche ‘ gé ‘ = ‘ —01 ) +1 ‘ 0 ‘, per l € R, e la retta r di equazioni cartesiane
r+y—z=—-2,2x+ 3y —2z=-8.



(a) (2pt) Determinare un’equazione cartesiana del piano v passante per P e contenente s.
(b) (3pt) Si determini la posizione reciproca di v ed r e se ne calcoli la distanza.
(c) (2pt) Si determini la posizione reciproca di r ed s.

Soluzione. a) y = —1, b) v ed r sono paralleli, d(r,y) = d (‘ %4 ,7> = 3. ¢) r ed s non

si intersecano perché s & contenuta in 7 che non interseca r per quanto visto in b). La

. . .1 .2
direzione di r ¢ ‘ 0 ‘ mentre quella di s e ‘ 01, pertanto le due rette sono sghembe.

—1440 2i—w

@—i)  (itw)"

(a) (2pt) Si determinino w e le sue radici cubiche complesse nel caso in cui z = 2 + 1.

(b) (2pt) Si determinino le condizioni che devono soddisfare a e b affinché il numero z sia
reale.

(c¢) (1pt) Si determinino i valori di w per i quali z ¢ reale e w ha modulo 1.

Sia w = a 4 ¢b un numero complesso, con a, b € R, e sia z =

Soluzione. a) z = —1, le radici cubiche sono cos(%) + isin(%), —1 e cos(5F) + isin(3F). b)
Sostituendo w = a + b nell’espressione di z e ponendone a 0 la parte immaginaria si trova
la condizione a = b + 1.

Sia data, al variare del parametro reale v, la matrice

0 0 1
cC=|0 ~r -1
4y 0 0

(a) (3pt) Si dica per quali valori di 0 la matrice B & diagonalizzabile su R. E su C?
(b) (1pt) Si dica per quali valori di v la matrice C' & ortogonalmente diagonalizzabile.
(¢) (1pt) Si determini una base di autovettori per v = 1.

Soluzione. a) Le radici del polinomio caratteristico sono y e 2,/7, quindi sono tutte reali
solo se v > 0 e sono tutte distinte se v # 0,4. Se v = 0 coincidono ma C non ¢ diagonale,
quindi se v = 0 la matrice C non & diagonalizzabile né su R né su C. Se v = 4 ’autovalore 4
ha molteplicita algebrica 2 e molteplicita geometrica 1. In conclusione, C' & diagonalizzabile
su R se e solo se v > 0, v # 4 ed ¢ diagonalizzabile su C se e solo se v # 0,4. b) C non
¢ simmetrica per alcun valore di v quindi non & mai ortogonalmente diagonalizzabile. c¢)In

1 -3
EARES
2 6
—r+y+z—w=0,
-2z —3y+2z+3w=0

il

0
1
0
1

T
Y
z
w

€ R4,

)

. . . N 0
questo caso gli autovalori sono 1, 2, —2. Una base di autovettori e {‘ (1) ‘ ,
Si considerino i sottospazi W = <

yev={
di R%.

(a) (3pt) Determinare una base di V- N'W ed una base di V + W.
(b) (1pt) L'unione delle due basi trovate al punto (a) & una base di R*? Perché?

0
2
1
2

0 1 0 0
Soluzione. a) Base W + V: { 2009018 } Base di W N V: { 5 } b) No, perche
2 lol |1 i

{0} # W NV C W+ V quindi i due insiemi di vettori non possono essere linearmente
indipendenti.
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TEMA D

Sia g: W — U un’applicazione lineare dallo spazio vettoriale W allo spazio vettoriale U.
Determinare quali delle seguenti affermazioni sono sempre vere. Se sono sempre vere fornire
una dimostrazione, se non sono sempre vere, fornire un controesempio.

(a) (2pt) Se Ker(g) = {0}, allora dim W < dim U.

(b) (Ipt) Se dim W = dim U allora g & un isomorfismo.

(c) (2pt) Se U = W = R3, allora Im(g) & ortogonale a Ker(g).

Soluzione. a) Vero, perché per l'equazione delle dimensioni si ha dimW = dimIm(g) <
dim U dove la disuguaglianza ¢ vera perché Im(g) ¢ un sottospazio di U. b) Falso, controe-
sempio: l'applicazione nulla tra due spazi vettoriali della stessa dimensione. ¢) Falso, ad
esempio se g ¢ determinata da g(e;) = g(e2) = 0, g(e3) = e; allora Ker(g) = span{e;, e}
che non ¢ ortogonale ad Im(g) = span{e; }.

Sia data I’applicazione lineare Lp: R* — R?* definita da LpX = DX, con

-5 4 1 -2
7 —6 -1 3
D= -9 8 1 -4
2 -2 0 1
(a) (1pt) Si determini una base di ImLp.
(b) (2pt) Si determini una base per (ImLp)*.
(c) (2pt) Si determini una base ortonormale di KerLp.
6
(d) (1pt) Si determini la proiezione ortogonale del vettore v = |§| su KerLp.
1
0| |0 |0 |1
. of o 11| 3l . os w . .
(e) (2pt) Sia data la base B = ol 11l 1ol lo di R*. Si determini la matrice Mg (Lp)
1} (2| |0] |0
associata all’applicazione Lp rispetto alla base B.
9 16
Soluzi ){_75 —46}b){_% %} ){1% 1_21}d)% )_4_7
oluzione. a) < | o, . -, o) s—=1l,—=|4|¢- . e
B! Ol el sl vE | g Ve
-2 -3
Nello spazio euclideo tridimensionale si considerino il punto Q) di coordinate ‘ % , la retta r

,pert € R, e laretta s di equazioni cartesiane

. .. . T 1 0
di equazioni parametriche ‘ v ‘ = ‘ 0 ’ +1 ’ 1
c+y+z2=2,3x+2y+2z=28.
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(a) (2pt) Determinare un’equazione cartesiana del piano « passante per ) e contenente 7.
(b) (3pt) Si determini la posizione reciproca di « ed s e se ne calcoli la distanza.
(c) (2pt) Si determini la posizione reciproca di s ed r.

Soluzione. a) x = 1, b) « ed s sono paralleli, d(s,a) = d (‘ :012 ‘ ,a) =3. ¢) r ed s non

si intersecano perché r & contenuta in a che non interseca s per quanto visto in b). La

N . |09 . |0
direzione di r & ‘ L ‘ mentre quella di s e ‘ —11 , pertanto le due rette sono sghembe.

—1-di | T2
w+i) @)

(a) (2pt) Si determinino z e le sue radici cubiche complesse nel caso in cui y = 2 + .

(b) (2pt) Si determinino le condizioni che devono soddisfare a e b affinché il numero z sia

reale.

Sia y = a + ib un numero complesso, con a, b € R e sia z =

Soluzione. a) x = —1, le radici cubiche sono cos(%) +isin(%), —1 e cos(2F) +isin(3F). b)
Sostituendo y = a + ib nell’espressione di z e ponendone a 0 la parte immaginaria si trova
la condizione a = b + 1.

Sia data, al variare del parametro reale §, la matrice

-5 1 0
D=0 0 46
0 -1 0

(a) (3pt) Si dica per quali valori di 0 la matrice D & diagonalizzabile su R. E su C?
(b) (1pt) Si dica per quali valori di § la matrice D & ortogonalmente diagonalizzabile.
(c) (1pt) Si determini una base di autovettori per § = —1.

Soluzione. a) Le radici del polinomio caratteristico sono —4 e +2+v/—6, quindi sono tutte
reali solo se § < 0 e sono tutte distinte se 6 # 0,—4. Se § = 0 coincidono ma D non &
diagonale, quindi se 6 = 0 la matrice D non ¢ diagonalizzabile né su R ne su C. Se 6 = —4
I’autovalore 4 ha molteplicita geometrica 1 e molteplicita algebrica 2. In conclusione, D
¢ diagonalizzabile su R se e solo se § < 0, § # —4 ed ¢ diagonalizzabile su C se e solo se
0 # 0,—4. b) D non é simmetrica per alcun valore di § quindi non ¢ mai ortogonalmente
diagonalizzabile. c)In questo caso gli autovalori sono 1, 2, —2. Una base di autovettori &

1 —2 —2
{‘0 123 )}
0 1 3
Si considerino i sottospazi W = % (1) elU = y e R? z-y-z+w=0,
P BANEINE s © 3r—2y+32+2w=0

di R*.
(a) (3pt) Determinare una base di U N W ed una base di U + W.
(b) (1pt) L'unione delle due basi trovate al punto (a) & una base di R*? Perché?

20 1] |0 1
Soluzione. a) Base W + U: { 919,138 } Base di W N U: { 0 } b) No, perche
1l lol |1 0

{0} # WNU C W+ U quindi i due insiemi di vettori non possono essere linearmente
indipendenti.



