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Concetti fondamentali delle reti elettriche



CAPITOLO 1. CONCETTI FONDAMENTALI DELLE RETI ELETTRICHE

1.1 Calcolo della potenza e del lavoro entrante in un bipolo
Per il bipolo rappresentato in figura[I.1]calcolare
* La potenza entrante

Il lavoro elettrico entrante nel tempo At

Figura 1.1: Bipolo

I=4A V=5V At=1h
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Soluzione

Con i riferimenti di tensione e corrente riportati in figura sul bipolo ¢ fissata la convenzione degli utilizzatori.
La potenza entrante risulta
P,=V-I=4-5=20W

11 lavoro elettrico entrante nell’intervalldindicato &

%, =P,-At=20-3600=72k]

ISi noti che At va espresso in s.
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1.2 Calcolo della potenza misurata da un wattmetro ideale

Per la rete rappresentata in figura, determinare la potenza Py indicata dal wattmetro ideale.

Figura 1.2: Wattmetro

V=7V I=3A
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Soluzione

La potenza Py indicata da un wattmetro si ottiene moltiplicando la tensione Vy, presente tra i morsetti della porta voltmetrica,
ponendo attenzione ai riferimenti indicati, per la corrente I}y che attraversa la porta amperometrica, ponendo attenzione ai riferimenti
indicati in figura € positiva una corrente (I ) che va dal morsetto A* al morsetto A~; € positiva una tensione (Vyy) misurata tra il
morsetto V™ e il morsetto V™.

Figura 1.3: Wattmetro

Nel caso particolare di Fig[I.3| Viy =-V eIy =1, quindi Py =-V-1=7-3=-21 W.
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1.3 Calcolo della potenza entrante in un tripolo

Nella figura|[1.4|e rappresentato un tripolo (npolo con n = 3).
Calcolare la totale potenza entrante nel tripolo con i valori di tensione e corrente riportati in tabella

3

I3

Figura 1.4: Tripolo

11:5A 12:3A V12:].0V V23:20V
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Soluzione

Per calcolare la totale potenza entrante nel tripolo, si sceglie uno dei tre morsetti che fa da morsetto comune atraverso cui si richiude
la corrente degli altri due. Visto che sono note le correnti dei morsetti 1 e 2, conviene scegliere il morsetto 3 come morsetto comune del
doppio bipolo definendo cosi le porte 1 — 3 e 2 — 3, come mostrato in figura
Con i riferimenti indicati, la porta 1 — 3 ha corrente I; = 5A e tensione Vi3 = Vi, + V3 =30V e la porta 2 -3 ha corrente [, =3A e
tensione V3 = 20 V. Su entrambe le porte e stabilita la convenzione degli utilizzatori.

Figura 1.5: Tripolo

La potenza entrante alla porta 1 — 3 risulta

Pi3=Vi3-1; =30-5=150W (assorbita)
La potenza entrante alla porta 2 — 3 risulta

Py3 =Vy3-1,=20-3=60W (assorbita)

La totale potenza entrante ¢ dunque
P,=P,+P3=150+60=210W (assorbita)
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1.4 Calcolo della potenza entrante in un doppio bipolo

Nella figura[1.6|e rappresentato un doppio bipolo (m-bipolo con m = 2).
Calcolare la totale potenza entrante nel doppio bipolo, con i valori di tensione e corrente delle porte riportati in tabella

- -
+ I, +
Vl VZ

Figura 1.6: Doppio bipolo

=6A L,=5A V;=20V V,=10V
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Soluzione

La totale potenza entrante nel doppio bipolo si calcola sommando le potenze entranti alle due porte. La porta 1 € convenzionata da
utilizzatore (la corrente entra dal morsetto positivo), mentre la porta 2 ¢ convenzionata da generatore (la corrente esce dal morsetto
positivo).

La totale potenza entrante ¢ dunque

Pe:Pl—P2:(Vl'Il)—(Vz'Iz):(7'20)—(5'10):70W

La potenza ¢ effettivamente assorbita, dato che P, > 0.



CAPITOLO 1.

CONCETTI FONDAMENTALI DELLE RETI ELETTRICHE

10

1.5 Calcolo della potenza entrante in un triplo bipolo

Nella figura|1.7|e rappresentato un triplo bipolo (m-bipolo con m = 3).

Calcolare la totale potenza entrante nel triplo bipolo, con i valori di tensione e corrente delle porte riportati in tabella

V.
+ 2
I
-— > L
+ +
Vl V3
_ _
I3

Figura 1.7: Triplo bipolo

I,=10A V,=15V L,=5A V,=10V I;=4A V3=5V
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Soluzione

La totale potenza entrante nel tripolo si calcola sommando le potenze entranti alle porte.
Sinoti che sulle le porte 1 e 3 e stabilita la convenzione dell’utilizzatore, mentre sulla porta 2 e stabilita la convenzione del generatore.
La totale potenza entrante ¢ dunque

Pe:PI—P2+P3:(Vl'Il)—(V2'12)+(V3'I3):(10'15)—(5'10)+(5'4):120W

La potenza ¢ effettivamente assorbita, dato che P, > 0.
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CAPITOLO 2. ELEMENTI DI TOPOLOGIA E LEGGI DI KIRCHHOFF

13

2.1 Anelli

In figura [2.1]é rappresentata un grafo piano connesso costituito da £ = 7 lati ed n = 5 nodi.
Determinare quanti sono gli anelli e disegnarli.

az

de
4 5

Figura 2.1: Grafo connesso costituito da ¢ = 7 lati ed n = 5 nodi.
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Soluzione

Per il grafo piano connesso di figura[2.1]gli anelli sono m = ¢ = —n+1 = 3 e sono disegnati in figura

az ay

as ds ds

ag e
4 5 4 5

Figura 2.2: Anelli del grafo piano connesso.

az

de
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2.2 Albero e coalbero

Nella figura [2.3|e rappresentata un grafo connesso costituito da ¢ = 7 lati ed n = 5 nodi.
Tracciare un albero e il corrispondente coalbero.

az

de
4 5

Figura 2.3: Grafo connesso costituito da ¢ = 7 lati ed n = 5 nodi.
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Soluzione

In figura[2.4]é riportato un esempio di albero costituito da n—1 = 4 rami (disegnati in verde) e in figura [2.5]il corrispondente coalbero
costituito da £ —n + 1 = 3 corde (disegnate in rosso).

az

—
[OV)

as

a
4 -

Figura 2.4: Esempio di albero costituito da 4 rami (verde).

ay

—
W

ae
4 5

Figura 2.5: Coalbero costituito da 3 corde (rosso).
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2.3 Maglie e insiemi di taglio fondamentali

Nella figura [2.6|e rappresentata un grafo connesso costituito da ¢ = 9 lati ed n = 5 nodi.

Tracciare un albero e il corrispondente coalbero e determinare:
1. Le maglie fondamentali

2. Gli insiemi di taglio fondamentali

az

S

1

Figura 2.6: Grafo connesso costituito da ¢ = 9 lati ed n = 5 nodi.
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Soluzione

In figura[2.7]¢ riportato un esempio di albero costituito da n—1 = 4 rami (disegnati in verde) e in figura 2.8]il corrispondente coalbero
costituito da { —n+1 =5 corde (disegnate in rosso).

X
~

Figura 2.7: Esempio di albero costituito da 4 rami (verde).

AN
3

Figura 2.8: Coalbero costituito da 5 corde (rosso).
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Maglie fondamentali

Si ottiene una maglia fondamentale da ogni corda insieme ai rami necessari a formare un percorso chiuso, univocamente determinati

come in figura

(a) Maglia costruita con la corda as (b) Maglia costruita con la corda a; (c) Maglia costruita con la corda ag
az az

(d) Maglia costruita con la corda aj (e) Maglia costruita con la corda ag

Figura 2.9: Ciascuna maglia fondamentale e costituita da una sola corda di coalbero e da rami d’albero
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Insiemi di taglio fondamentali

Si ottiene un insieme di taglio fondamentale da ogni ramo d’albero insieme a corde di coalbero univocamente determinate come in

figura

(a) IDT costruito con il ramo a; (b) IDT costruito con il ramo a,
ay azy
PP NG P N
- ‘ “5 a
4 4
as as
(c) IDT costruito con il ramo ay (d) IDT costruito con il ramo ag

Figura 2.10: Ciascun insieme di taglio fondamentale ¢ costituito da un solo ramo d’albero e da corde di coalbero
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2.4 Legge di Kirchhoff delle Tensioni (LKT)

In figura e rappresentata un rete costituita da otto bipoli. Sono note le tensioni Vj (k = 1...4) riportate in tabella.

Applicando la LKT agli anelli, calcolare le tensioni rimanenti, V; (k =5...8), con i riferimenti riportati in figura.

Figura 2.11: Rete elettrica in regime stazionario.

V=10V V,=12V V3=6V V,=8V
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Soluzione

La rete rappresentata in figura ha ¢ = 8 lati (bipoli) e n = 5 nodi. Si hanno pertanto m ={—n+1 = 4 anelli. Viene fissato lo stesso
verso di percorrenza (orario) per tutti gli anelli, come riportato in figura[2.12]

Figura 2.12: Scrittura della LKT sui 4 anelli, con verso di percorrenza orario.

La LKT scritta sui quattro anelli, tenendo conto dei riferimenti delle tensioni, risulta
Vot+ Va—Vo=0 (anellol) = V,=V,-V3=12-6=6V
~Ve+Vi=V3=0 (anello 2) Vo=V, -V3=10-6=4V
—Ve+ Vo, —=V4 =0 (anello 3) Ve=V,-V;,=12-8=4V
+Vs+ V4=V =0 (anello 4) Vs=V -V, =10-8=2V

LU

Osservazioni

Si noti che invertendo il verso di percorrenza di una maglia (anello), cambia il segno a tutti gli addendi della LKT scritta su quella
maglia (anello) e quindi il vincolo imposto alle tensioni rimane (come e ovvio) esattamente lo stesso.
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2.5 Legge di Kirchhoff delle Correnti (LKC)

In figura e rappresentata un rete costituita da otto bipoli. Sono note le correnti I} (k =1...4) riportate in tabella.

Applicando la LKC, calcolare le correnti rimanenti, I (k =5...8), con i riferimenti riportati in figura.

Figura 2.13: Rete elettrica in regime stazionario.

I[=2A L,=4A I;=6A I,=8A
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Soluzione

La rete rappresentata in figura ha ¢ = 8 lati (bipoli) e n = 5 nodi e si possono quindi scrivere le equazioni LKC linearmente
indipendenti sui lati che si appoggiano a 7 —1 = 4 nodi scelti in modo arbitrario, ad esempio 1-4 come evidenziato in figura[2.14]

Figura 2.14: Scrittura della LKC su n -1 = 4 nodi.

L+I3-1g=0 (nodo 1) = lg=-1-I3=4+6=10A
Is+1g+1;+1g=0 (nodo 2)

“I-I,-1s=0  (nodo3) = Is=-I;-I;=-2-8=-10A
—I3+14-1;=0 (nodo 4) = I;=4-13=8-6=2A

E infine, sostituendo i valori gia calcolati nella LKC scritta per i lati che si appoggiano al nodo 2, si ha

Ig=-Is—Ig—I, = —(-10)— (10)— (2) = —2 A
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Reti di resistori ideali
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3.1 Serie di due resistori - partitore di tensione

Nella figura[3.1]é rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da due resistori ideali in serie e da un bipolo b;. Sono
noti i valori di tutte le resistenze e la tensione v;.

1. Calcolare il valore della resistenza R, del resistore equivalente alla serie dei resistori

2. Calcolare la tensione su ogni resistore con i riferimenti di figura.

i Ry R,
——— \\N=— NN\
Ty T,
b, Vs

Figura 3.1: Serie di due resistori ideali

R;=10Q R,=40Q wv,=V,=100V
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Soluzione

Il valore della resistenza R; del resistore equivalente alla serie dei resistori ideali ¢ pari alla somma delle resistenze:
R5:R1+R2:500
La tensione vy si ripartisce su ciascun resistore in modo proporzionale alla resistenza:

R, 10 R, 40
V.Sl 100— =20V SV, 22 -100—= =80V
LT VSR 50 V2= Vs g 50

Osservazioni

La tensione piu elevata e quella del esistore R, che ha la resistenza piu grande.
Se le resistenze fossero uguali, v, si ripartirebbe al 50%.
Ad esempio, con Ry =R, =10, si avrebbe: vi =v, =50 V.
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3.2 Serie di ¢ resistori

Nella figura € rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da ¢ = 4 resistori ideali in serie e da un bipolo b;.
Sono noti i valori di tutte le resistenze e la tensione v;.

1. Calcolare il valore della resistenza R; del resistore equivalente alla serie dei resistori

2. Calcolare la tensione vy su ogni resistore con i riferimenti di figura.

i Ry R, R3 Ry
——— "\ \N— NN NN NN
o V1 - V2 - V3 * V4
b, Vs

Figura 3.2: Serie di resistori ideali

Ri=5Q R,=10Q R3;=15Q R;=20Q v,=V,=100V




CAPITOLO 3. RETI DI RESISTORI IDEALI

Soluzione

Il valore della resistenza R; del resistore equivalente alla serie dei resistori ideali ¢ pari alla somma delle resistenze:

4
R, = ZRk =500
k=1

La tensione vy si ripartisce su ciascun resistore in modo proporzionale alla resistenza:

R, 5 R, 10

—v,Sl 1002 =10V —V,22-100— =20V
LT YR 50 V2= Vs g, 50
Rs 15 R, 20

—V, 310022 =30V —V, A 100 =40V
V3T VSR, 50 VAT Vs R, 50

Osservazioni
Come verifica si puo calcolare la tensione vg applicando la LKT alla serie dei resistori:

4

vS:ka:mov

k=1
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3.3 Parallelo di due resistori - partitore di corrente

Nella figura ¢ rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da due resistori ideali in parallelo e da un bipolo b;.
Sono noti i valori di tutte le resistenze e la corrente i,.

1. Calcolare il valore della resistenza R, del resistore equivalente al parallelo dei resistori

2. Calcolare la corrente su ogni resistore con i riferimenti di figura.

Figura 3.3: Serie di due resistori ideali

R1:10Q R2:40Q ip:IpleA
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Soluzione

Il valore della conduttanza G, del resistore equivalente al parallelo dei resistori ideali ¢ pari alla somma delle conduttanze (reciproco

delle resistenze):

1 1 1 1
G,=G;+Gy=—+—=—+—=0. . =0.
p=CG1t 6=t oo = 1ot 1o 0.1+0.025=0.125S

1 1
E quindi la resistenza R, vale: R, = — = ——

= =80
G, 0.125

La corrente i, si ripartisce su ciascun resistore in modo proporzionale alla conduttanza:

G 0.1 G, . 0025
=1, 2 =10 =8A i,=1,2= =
NEhG, T 025 2

Osservazioni

La corrente piu elevata e quella del resistore R; che ha la resistenza piu piccola, ovvero la conduttanza piu grande.

L'espressione della resistenza R, puo essere calcolata anche come:

el _ 1 1 _ RiR _ 1040 _
p_Gp_Gl-i-Gz_RL+RL_R1+R2_1O+4O_
1 2

8Q
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3.4 Parallelo di ¢ resistori

Nella figura [3.4]€ rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da ¢ = 4 resistori ideali in parallelo e da un bipolo b;.
Sono noti i valori di tutte le resistenze e la corrente i,,.

1. Calcolare il valore della resistenza R, del resistore equivalente al parallelo dei resistori

2. Calcolare la corrente su ogni resistore con i riferimenti di figura.

Figura 3.4: Serie di due resistori ideali

R =40Q R,=40Q R3=30Q R;=60Q i,=1,=60A
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Soluzione

Il valore della conduttanza G, del resistore equivalente al parallelo dei resistori ideali ¢ pari alla somma delle conduttanze (reciproco
delle resistenze):

4 4
Gy=) Gi= ZRL,( =0.025+0.025+0.03+0.016=0.1
k=1 k=1
E quindi la resistenza R, vale: R, = L1 10Q
P PG, 01
La corrente i, si ripartisce su ciascun resistore in modo proporzionale alla conduttanza:

G, 0.025

. 0.0.25 G
S, =602 2154 =1, —2=60—"=154
1=, 0.1 270G, 0.1
Gy 0.03 . Gy 0.016
—[, 22 =60—2=204 =L, 24 = 60— =-104
BTG, T 0 TG, 0.1

Osservazioni

Le correnti iy con k = 1,2,3 sono positive, mentre iy < 0 perche il riferimento di corrente di R4 € opposto a quello utilizzato nella
definizione del partitore di corrente.
La corrente piu elevata € quella del resistore R3 che ha la resistenza piu piccola, ovvero la conduttanza piu grande.
La resistenza R, pu0 essere calcolata anche applicando piu volte la formula del parallelo di due resistori:

RiR, 4040 RsRy 3060 _ Ri3R4 2020

127 R, +R,  40+40 34 PTR3+R4  20+20

"R, +R, 30+60
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3.5 Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori

Nella figura ¢ rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da £ = 7 resistori ideali e da un bipolo b;. Sono noti i
valori di tutte le resistenze e la tensione v.

1. Calcolare il valore della resistenza R,, del resistore equivalente alla porta AB.

2. Calcolare la corrente i con i riferimenti di figura.

B

Figura 3.5: Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori

Ry =40Q R,=30Q R;=20Q R,;=200Q
Rs=30Q R¢=20Q R,=10Q v=V=240V
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Soluzione

Si puo ricavare la resistenza equivalente R,, alla porta AB eseguendo operazioni di serie e parallelo fino a ridurre la rete ad un solo
resistore. Partendo da destra, si calcola la resistenza che corrisponde alla serie di R5, R3 ed Ry:

Rlo:R5+R3+R7:30+20+10:6OQ

i A Ry

+

bl v RlO

B

Figura 3.6: Semplificazione della rete: Ry, al posto della serie di R5, R3 ed R;

Poi si calcola la resistenza che corrisponde al parallelo di R, ed R;:

R, Ry, 3060

7R, +Ry,  30+60
i A o
+
b, v Riq
B

Figura 3.7: Semplificazione della rete: R;; al posto del parallelo di R, ed Ry
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B

Figura 3.8: Semplificazione della rete: R, al posto della serie di Ry, Rg ed Ry;

Infine si sostituisce Ry, alla serie di Ry, Rg ed R;q:
R12 :R4+R6+R11 =20+20+20=60Q)
A questo punto e immediato calcolare la resistenza R, del resistore equivalente alla porta AB:

Ry Ry, _ 4060

= = = 24: Q
e Rl + RlZ 40+ 60
e la corrente i, che con i riferimenti di figura vale:
v 240
| = =—=10A
'TR, 24



CAPITOLO 3. RETI DI RESISTORI IDEALI 37

3.6 Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori

Nella figura[3.9)é rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da resistori ideali con lo stesso valore di resistenza R.

Calcolare il valore della resistenza R,, del resistore equivalente alla porta AB.

Figura 3.9: Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori

R=100Q)
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Soluzione

Si puo ricavare la resistenza equivalente R,, alla porta AB eseguendo operazioni di serie e parallelo fino a ridurre la rete ad un solo
resistore. Partendo da destra, si calcola la resistenza che corrisponde alla parallelo di Rg ed R;: Rg = Rg//R; =50 Q)

R, A Rs

B

Figura 3.10: Semplificazione della rete: R; al posto della serie di R5, R3 ed R;

Si calcolano poi le resistenze Rg = R5+ Rg = 150 () (serie di Rs, Rg) e R1p = R; + R, + R3 =300 Q (serie di Ry, R;, R3).

Figura 3.11: Semplificazione della rete: Ry al posto della serie di R5 ed Rg; R;( al posto della serie di R;, R, ed R;

Infine si puo calcolare la conduttanza equivalente G, ai morsetti AB (parallelo di Ry, Ry, Ryp):

11 1 1 1
Gey =Gy +Go+ Gy = + + =—3S = R,; ==—=50Q
T AT TP 00 T 150 300 50 “U7 Gy
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3.7 Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori

Nella figura e rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da resistori ideali con lo stesso valore di resistenza R.

Calcolare il valore della resistenza R,, del resistore equivalente alla porta AB.

A Ry

R, A §R5

Ry

B

Figura 3.12: Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori

R =60Q R,=30Q R;=60Q Ry;=60Q Rs=30Q
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Soluzione

Si puo ricavare la resistenza equivalente R,, alla porta AB eseguendo operazioni di serie e parallelo fino a ridurre la rete ad un solo
resistore. Si nota che Rs & in parallelo ad un cortocircuito e pud quindi essere omessa, come fatto in figura [3.13f|

A Ry

Ry

B

Figura 3.13: Semplificazione della rete: R5 € in parallelo ad un cortocircuito e pud essere omessa.

Si calcola poi la resistenza Rg = R3//Ry =30 Q)
IN|

Rg

B

Figura 3.14: Semplificazione della rete: R¢ sostituisce il parallelo di R3 ed Ry

Infine si puo calcolare la resistenza equivalente R, ai morsetti AB (parallelo di R; con la serie di R; ed Rg):

Req = Ri//(Ry + Re) = 60//(30 + 30) = 30Q2

Rs-0

=0.
R5+0

!La resistenza equivalente al parallelo di Rs con il cortocircuito & R, =
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3.8 Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori

Nella figura ¢ rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da resistori ideali.

Calcolare il valore della resistenza R,, del resistore equivalente alla porta AB.

A R, Rs
R3 Rg
Ry Ry Ry
AN A AN
B

Figura 3.15: Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori

R, =100Q R,=75Q R3;=50Q R;=60Q R;=50Q R¢=25Q R;=50Q
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Soluzione

Si puo ricavare la resistenza equivalente R,, alla porta AB eseguendo operazioni di serie e parallelo fino a ridurre la rete ad un solo
resistore.

Sinota subito che Rq € in parallelo con un cortocircuito, cosi come la serie di R4 ed R; € in parallelo ad un cortocircuito. La resistenza
equivalente tra i nodi B e C si riduce dunque ad un cortocircuito, come riportato in figura[3.16]

A R, Rs C
R3
Ry
—ANNN—
B

Figura 3.16: Semplificazione della rete: R; al posto della serie di R5, R3 ed R;

Infine si puo calcolare la resistenza equivalente R,, ai morsetti AB (serie di R, con il parallelo di R3 ed Rs):
Req =Ry +R3//R5 =75+50//50 =100Q

Sinoti che il resistore R; € appeso e non compare nell’espressione della resistenza equivalente.
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3.9 Trasformazione stella/triangolo

Nella figura sono rappresentate due configurazioni di resistori ideali collegati ai nodi 1,2,3.
» Tre resistori a stella (Ry, R, R3), i cui valori di resistenza sono riportati in tabella

* Tre resistori a triangolo (R;;, R»3, R31)

1. Calcolare il valore della resistenze R;,, Ry3, R3; che garantiscono ’equivalenza tra le due configurazioni.

Rj3

Figura 3.17: Trasformazione stella/triangolo

R =10Q R,=20Q R;=40Q
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Soluzione

Le resistenze R;;, Ry3, R3; si calcolano con le formule di trasformazione da stella a triangolo:

R1R2+R2R3+R3R1:35Q R23:R1R2+R2R3+R3R1:140Q R31:R1R2+R2R3+R3R1

Rin=
12 R3 Ry R,

=70Q

Osservazioni

In alternativa si possono calcolare le conduttanze G;,, G,3, G31 e poi da queste le corrispondenti resistenze.

1 1 1 1 1 1
Gi=—=—=0.1S5 Gy=—=—=0.05S§ Gy;=—=—=0.025S
7R, 10 2R, 20 3T Ry 40
1 1 1
Gu:&:_s Gys = Ga Gs — S G31:&:—S
G1+G2+G3 35 G1+G2+G3 140 G1+G2+G3 70
Ry = ! =350 Rys = ! =1400Q Ry = ! =700

Sinoti, infine che se le resistenze della configurazione a stella sono uguali tra loro, anche le resistenze della configurazione a triagolo
sono uguali tra loro. Ad esempio:

R1:R2:R3:RJ\:100 = R12:R23:R31:3R)\:RA:3OQ
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3.10 Trasformazione triangolo/stella

Nella figura sono rappresentate due configurazioni di resistori ideali collegati ai nodi 1,2,3.
* Tre resistori a triangolo (R;;, Ry3, R31), i cui valori di resistenza sono riportati in tabella

* Tre resistori a stella (R;, R,, R3)

1. Calcolare il valore della resistenze Ry, R;, R3 che garantiscono l’equivalenza tra le due configurazioni.

Rj3

Figura 3.18: Trasformazione stella/triangolo

RlZZZOQ R23ZSOQ R31:1()OQ
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Soluzione

Le resistenze R;, R;, R3 si calcolano con le formule di trasformazione da triangolo a stella:

R31 R Ry3 R R31 R
= 31 K12 ~100 R, = 23 K12 —80 Ry = 31 K23 400
Ry +Rp3+R3 Ry +Rp3+R3 Ry +Rp3+R3
Osservazioni
In alternativa si possono calcolare le conduttanze Gy, G,, G5 e poi da queste le corrispondenti resistenze.
1 1 1 1 1 1
Gip=5—=-—==005S Gy3=———=-—==0.0125S G31=—5—=—>-=0.01S
127 R, 20 27 R,; 80 17 R, T 100

_G12Go3+Go3 G31 +G31 Gip _ 1 _ 612 Go3 +Go3 G31 + G31 Gio _ 1 _ 61263+ Go3 G31 +G31 Gip _ 1

G S G -s G S
! Gos 10 2 Gsy 8 3 Gio 40
Ri= =100 Ry=— =80 Ry=— =400

Si noti, infine che se le resistenze della configurazione a triangolo sono uguali tra loro, anche le resistenze della configurazione a
stella sono uguali tra loro. Ad esempio:

1
R12:R23:R31:RA:6OQ = R1:R2:R3:R—A:R)\ZZOQ
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3.11 Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori (stella/triangolo)

Nella figura € rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da ¢ = 12 resistori ideali e da un bipolo b;. Sono noti
i valori di tutte le resistenze e la tensione v.

1. Calcolare il valore della resistenza R,, del resistore equivalente alla porta 1 —2.

2. Calcolare la corrente i con i riferimenti di figura.

Figura 3.19: Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori

Ri=5Q R,=10Q R;=20Q Rs;=20Q R;=50Q Rg=40Q
R,=15Q Rg=10Q R9=60Q R;p=40Q R;;=20Q R;,=10Q v=V=100V
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Soluzione

Si noti che la configurazione di resistori collegati tra i nodi 5, 7, 8, 9 di figura non puo essere semplificata con sole operazioni di
serie e parallelo. E possibile per6 semplificare la rete, arrivando a calcolare la resistenza equivalente ai nodi 5-9 (RS;) indicata in figura

ricorrendo ad una delle quattro trasformazioni alternative descritte nel seguito. Utilizzando il valore di resistenza Rg’(? =30Q
(vedi piu avanti come calcolarlo), si pud semplificare ulteriormente la rete come in figura dove a destra si é indicato con RS{? il
valore della resistenza equivalente alla porzione di rete nel rettangolo rosso di sinistraﬂ

R3Y = (Ry+Ry) + (Re)//(Ryz + R;;) = (10+20) + (40)//(30 + 10) = (30) + (40)//(40) = (30) +(20) =50 Q)

R R

Figura 3.20: Resistenza equivalente alla porta di una rete di resistori
A questo punto € facile calcolare la R, ai nodi 1-2 come:
Req = (Ry +R3) + (Rs)//(R37) = (5+20) + (50)//(50) = (25) +(25) = 50 Q)

Infine, si pud calcolare la corrente i che, con i riferimenti di figura, vale:

j= v 100 5y
R, 50

2Si adotta la notazione R.//R, per indicare il parallelo tra R, ed R,.
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Trasformazione n.1: stella (R;, Ry, R;;) — triangolo (Rsg, R59, Rgg)

R59

Figura 3.21: Trasformazione n.1: stella (R;, Rg, Ry;) — triangolo (Rsg, R59, Rg9)

Le resistenze Rsg, R59, Rgg si calcolano con le formule di trasformazione da stella a triangolo:

R :R7R9+R7R11+R9R11:40Q R :R7R9+R7R11+R9R11:120Q R :R7R9+R7R11+R9R11:160Q
58 R9 59 Rll 89 R7

Infine si puo6 calcolare la resistenza equivalente ai nodi 5-9:

R?; = [(Rss//Rs) + (Rgo//Ry0)]//(Rsg) = [(40//10) + (160//40)]//(120) = [(8) + (32)]//(120) = (40)//(120) = 30 Q
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Trasformazione n.2: stella (Rg, Ry, R;1) — triangolo (R57, R59, R79)

1

Figura 3.22: Trasformazione n.2: stella (Rg, Ryo, R;1) — triangolo (Rs7, Rs9, R79)

Le resistenze Rs7, Rs9, R79 si calcolano con le formule di trasformazione da stella a triangolo:

R ~RsRr+RsRo+R7 Ry _on o _RsRr+RsRo+RyRy _ o0 o RsRy+RsRo+R7 Ry 0
>7 Ry > Ry " Rs

Infine si puo calcolare la resistenza equivalente ai nodi 5-9:

R?, = [(Rs7//R7) + (R70//Rq)]//(Rso) = [(35//15) + (140//60)]//(70) = [(10.5) + (42)]//(70) = (52.5)//(70) = 30 O
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Trasformazione n.3: triangolo (R;, Rg, R;1) — stella(Rg,Rg,Rg)

7

Figura 3.23: Trasformazione n.3: triangolo (R, Rg, R;1) — stella

Le resistenze Rg, Rg, Rg si calcolano con le formule di trasformazione da triangolo a stella:

R, R _ R, R . Re R _
0 7 N8 0 7 I 11 0 8 11

=—— 7% 330 RO=——7"2 —66Q RV=_——9°°1 440
> R;+Rg+Ry; 77 R;+Rg+Ry; 8 R, +Rg+Ry;

Infine si pud calcolare la resistenza equivalente ai nodi 5-9:

R3Y = (RY) + [(R9 + Ro)//(RY + Rlo)] = (3.3) + [(6.6 +60)//(4.4+ 40)] =(3.3) + [(66.6) + (44.4)] = (3.3)+(26.6) =30 Q
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Trasformazione n.4: triangolo (Rg, Ry, Ry1) — stella(Rg’,Rg,Rg/)

R59

Figura 3.24: Trasformazione n.4: triangolo (R;, Rg, Rg) — stella(Rg’,Rg,,Rg,)

Le resistenze Rg , Rg ) Rg si calcolano con le formule di trasformazione da triangolo a stella:

o__ RoRy
7 R9+R10+R11

=100  RY = Rkl _s50 R Ry Rig

= = 5 = =200
R9+R10+R11 R9+R10+R11

Infine si puo calcolare la resistenza equivalente ai nodi 5-9:

R3) = (RY)+[(RY + Ry)//(R + Rg)| = (20) + [(10 + 15)//(6.6 + 10)] = (20) + [(25) + (16.6)] = (20) + (10) = 30 O
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4.1 Bipoli non lineari in serie

A regime stazionario, dati i due bipoli A e B le cui caratteristiche statiche esterne sono rappresentate in figura e che vengono
connessi a formare il bipolo C, ricavare la caratteristica statica esterna del bipolo C.

Vv

——o
+

=20 -10 10 20

=1 [=k-"

-20 -10

<
«—
~
=
N
(=]
-
o]
|

-10

Figura 4.1: Connessione in serie di due bipoli (A, B) con caratteristiche statiche esterne non lineari



CAPITOLO 4. CONNESSIONI FONDAMENTALI - GENERATORI AFFINI ADINAMICI

55

Soluzione

La caratteristica statica esterna del bipolo C, ottenuto connettendo i bipoli A e B in serie con i riferimenti di figura si ricava

sommando i valori di tensione dei bipoli A e B a parita di corrente.

Innanzi tutto si ricavano i segni delle correnti dei bipoli A e B connessi in serie, assumendo come riferimento la corrente I del

bipolo C:
A: IA = +IS
B: Iy =-I,

Visto che Iy = I, la caratteristica statica esterna del bipolo B va “specchiata” rispetto all’asse delle tensioni come rappresentato

dalla spezzata di colore verde in figura

20

-20 ~10

Figura 4.2: Caratteristica statica esterna del bipolo B in cui si inverte il riferimento di corrente

Poi si scrive la LKT, esprimendo la V; in funzione delle tensioni dei bipoli A e B:

Vs :_VA+VB

Visto che nella LKT la tensione V, appare con il segno meno, la caratteristica statica esterna del bipolo A va “specchiata” rispetto
all’asse delle correnti come rappresentato dalla caratteristica statica di colore rosso riportata in figura

Infine si sommano, a parita di tensione, la caratteristiche statiche esterne del bipolo A (rosso, caratteristica di ﬁgura e del bipolo
B (verde, caratteristica di figura [4.2)), ottenendo la caratteristica statica esterna del bipolo C riportata in colore blu in figura
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Figura 4.3: Caratteristica statica esterna del bipolo A in cui si inverte il riferimento di tensione

-20

-20

10

-10

20

-10

=20

20

Figura 4.4: Caratteristica statica esterna del bipolo C (blu), ottenuta sommando, a parita di tensione, le caratteristiche statiche esterne

del bipolo A (verde) e del bipolo B (rosso)
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4.2 Bipoli non lineari in parallelo

A regime stazionario, dati i due bipoli A e B le cui caratteristiche statiche esterne sono rappresentate in figura e che vengono
connessi a formare il bipolo C, ricavare la caratteristica statica esterna del bipolo C.

I

V 1 . )

Figura 4.5: Connessione in parallelo di due bipoli (A, B) con caratteristiche statiche esterne non lineari
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Soluzione

La caratteristica statica esterna del bipolo C, ottenuto connettendo i bipoli A e B in parallelo con i riferimenti di figura si ottiene
sommando i valori di corrente dei bipoli A e B a parita di tensione (assumendo come riferimento la tensione V,, di C).
Innanzi tutto si ricavano i segni delle tensioni dei bipoli A e B connessi in parallelo prendendo come riferimento il verso della
tensione V):

A: VA = —Vp
B: Vp=+V,

Visto che V4 = -V, la caratteristica statica esterna del bipolo A va “specchiata” rispetto all’asse delle correnti come rappresentato
dalla spezzata di colore verde in figura

=20 -1

“ -10

Figura 4.6: Caratteristica statica esterna del bipolo A in cui si inverte il riferimento di tensione

Poi si scrive la LKC, esprimendo la Ip in funzione dell correnti dei bipoli A e B:
Ip = _IA + IB

Visto che nella LKC la corrente I, appare con il segno meno, la caratteristica statica esterna del bipolo A di figura[4.6|va “specchiata”
rispetto all’asse delle tensioni come rappresentato dalla caratteristica statica di colore rosso riportata in figura

Infine si sommano, a parita di tensione, la caratteristiche statiche esterne del bipolo A (rosso, caratteristica di ﬁgura e del bipolo
B (verde, caratteristica di figura [4.5)), ottenendo la caratteristica statica esterna del bipolo C riportata in colore blu in figura
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’ N
=20 -10 N
N

10 20
N

-10

Figura 4.7: Caratteristica statica esterna del bipolo A in cui si inverte anche il riferimento di corrente

10

=20 -10

Figura 4.8: Caratteristica statica esterna del bipolo C (blu), ottenuta sommando, a parita di tensione, le caratteristiche statiche esterne
del bipolo A (rosso) e del bipolo B (verde)
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4.3 Applicazione delle trasformazioni GAT >GAC e GAC—GAT

Nella figura ¢ rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da tre resistori ideali (R, R,, R3) e da un generatore
ideale di tensione E. Sono noti i valori di tutte le resistenze e la tensione E. Immaginando che a destra dei morsetti A e B si trovi una
rete elettrica, i resistori Ry, R, e R3 sono collegati tra di loro in modo da non consentire semplificazioni tramite equivalenti serie o
parallelo. E tuttavia possibile semplificare notevolmente la rete operando una sequenza di trasformazioni GAT—>GAC.

1. Calcolare i valori della resistenza R,, e della tensione del generatore ideale E,, del GAT equivalente della rete a sinistra dei

morsetti A e B.

B

Figura 4.9: Rete di resistori e GIT

R{=20Q R,=45Q R;=60Q E=120V
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Soluzione

Trasformiamo il GAT racchiuso nella linea blu nel GAC equivalente, con ] = E/R; =120/20=6 Ae R;» =R; =20Q).

R, A
r—TVV\V—

]Q) Ry|<Rs

B

Figura 4.10: Prima trasformazione GAT—-GAC

Dopo questa trasformazione R;» e Rj risultano essere in parallelo e possono essere sostituite dal resistore equivalente R;/3 =
(R17R3)/(Ry/+R3) = (20%60)/(20+ 60) = 15 Q.

B

Figura 4.11: Sostituzione di due resistori in parallelo con un resistore equivalente
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Notiamo ora che la rete all’interno della linea rossa e un GAC che puo essere sostituito con un GAT equivalente, con E,, = JR/3 =

6-15=90VeR,=Ry3=15Q.

B

Figura 4.12: Seconda trasformazione GAC—GAT

Infine dopo questa trasformazione R; e R; risultano essere in serie e possono essere sostituite dal resistore equivalente R, = Ry+R; =
15+45=60Q.
Req A

B

Figura 4.13: Seconda trasformazione GAC—GAT
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4.4 Formule di Millman

Nella figura e rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da un generatore affine di corrente (J;, R;) e da un
generatore affine di tensione (E;, R,). Sono noti i valori di tutte le resistenze, la corrente impressa J; e la tensioni impresse E,

Calcolare la tensione Vg ai morsetti AB utilizzando la formula di Millman.

+e A
i

0k

Figura 4.14: Rete di resistori e generatori ideali

R1:5Q RZZ].OQ ]1:5A EZZZOV
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Soluzione

La tensione V4 puo essere calcolata immediatamente applicando la formula di Millman, dove n; indica il numero di generatori affini
di corrente (GAC) e ng indica il numero di generatori affini di tensione (GAT)

Vo = Yol A+ Yk +E /Ry
AB =
YL G+ YE /R,

Nel caso in esame abbiamo solo un GAC e un GAT, evidenziati dai rettangoli di colore rosso e blu, rispettivamente, in figura

+e A
2

WD S
1,

Figura 4.15: Rete di resistori e generatori ideali

Tenendo conto dei riferimenti della corrente e delle tensioni impresse si ha:

Ji-E, /R, 5-2
G1+1/R2 0.1+0.2

=10V
Osservazioni

La soluzione puo essere ottenuta anche applicando la sovrapposizione degli effetti
Ry Ry Ry

VAB:V/’XB"'VXB:R1+R2’]+R1+R2’

E=16.6-6.6=10V
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4.5 Formule di Millman

Nella figura e rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da due generatori affini di tensione (E1, Ry), (E, R;y) e
da un generatore affine di corrente (J3, R3). Sono noti i valori di tutte le resistenze, le tensioni impresse E; ed E; e la corrente impressa J3.

Calcolare la tensione V45 ai morsetti AB utilizzando la formula di Millman.

4

O w3

B

Figura 4.16: Rete di resistori e generatori ideali

Ry=10Q R,=5Q R;=10Q E; =100V E, =200V J3=20V
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Soluzione

La tensione V4 puo essere calcolata immediatamente applicando la formula di Millman, dove n; indica il numero di generatori affini
di corrente (GAC) e ng indica il numero di generatori affini di tensione (GAT):

Vin = ZZ]:1 n+ ZZil +E/Ry
AB — n
Z,hjzl Gh + ZZ; 1/Rk

Nel caso in esame abbiamo un solo GAC e due GAT, evidenziati dai rettangoli di colore rosso e blu, rispettivamente, in figura [4.17]

A

t El R2

D R3§ ..

B
Figura 4.17: Rete di resistori e generatori ideali

Tenendo conto dei riferimenti della corrente e delle tensioni impresse si ha:

v _ —J3+Ei/Ri —Ey/R, -20+10-40
ABT Gy +1/Ry+1/Ry  0.1+0.1+0.2

=-125V

Osservazioni

La soluzione puo essere ottenuta anche applicando la sovrapposizione degli effetti

R,//R3 E Ry//R3

E E ]
Vap=Vb+V24yV3=E . ——=> _F,.————— > _J,.R//R,//R;=25-100-50=-125V
AB= Vgt Vg + Vg 1 R, + Ro//R; 2 R//Rs+ R, J3-R1//Ry//R5
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5.1 Metodo delle correnti di anello

Nella figura[5.1]¢ rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da generatori ideali di tensione e resistori ideali. Sono
noti i valori di tutte le resistenze e delle tensioni impresse.

1. Utilizzando il metodo delle correnti di anello, calcolare il valore della correnti con i riferimenti indicati in figura.

2. Verificare la conservazione delle potenza elettrica scambiata dai bipoli della rere

Figura 5.1: Rete elettrica in regime stazionario costituita da generatori ideali di tensione e resistori ideali

R =10Q R,=6Q R3=4Q R;=20Q Rs=2Q E =30V E, =32V
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Soluzione

Considerando la rete costituita da due generatori ideali di tensione e da cinque resistori ideali, si hanno ¢ = 7 lati e n = 5 nodi.
Pertanto gli anelli sonom =¢—-n+1=7-5+1 = 3. Se invece si considerano i due GAT costituiti dalle serie (E;, R3) e (E;, Rs), si
devono considerare solo ¢ = 5 lati n = 3 nodi (un lato e un nodo in meno per ogni GAT). Ovviamente non cambia il numero degli anelli
m=£{-n+1=5-3+1=3.

Per scrivere il sistema di equazioni linearmente indipendenti sui 3 anelli, si fissa innanzitutto il verso (orario) delle correnti di anello
Ky, K3, K3, come in figura[5.2]

Figura 5.2: Correnti di anello K, K;, K3 (verso orario).

Le equazioni sui tre anelli sono:

(R4 + R5)K; - RyK; = -~k
(Ry +R3+R4)K, —R4yK; —R1K5 = 0
(R1 +Ry)K5 - R Ky = -k
Risolvendo il sistema, si ottengono i seguenti valori per le correnti di anello:
Ki=-6A
K,=-5A

K3:—5A
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Si possono quindi calcolare le correnti dei lati. Con i riferimenti di figura si ottiene:

Il :KZ—K3:—5—(—5):0A

L=K;=-5A
L=K,=-5A
=K -K,=—6-(-5)=-1A
I;=K;=-6A

IEI = —K3 = —(—5) = 5 A
Iy, =-K;=—(-6)=6 A

Verifichiamo ora che vale la conservazione della potenza elettrica.
La potenza assorbita dai resistori vale:

5 5
pR:;pk:kZleIZ=0+150+100+20+72:342W

Le potenze uscenti dai generatori di tensione E; ed E, (entrambi convenzionati da generatori: corrente uscente dal morsetto "+")
valgono:
PElel IE1:150 W, PE2:E2152:192W

Sono entrambe positive e quindi effettivamente erogate.
Cambiando il segno alla potenza dei generatori di tensione per passare dalla convenzione dei generatori a quella degli utilizzatori
(il teorema di Tellegen prevede che tutti i bipoli siano convenzionati allo stesso modo), si ottiene:

P=Py—Pp=(342)—(150+192) =0 W

Osservazioni

Vediamo come si modifica la scrittura delle equazioni, scegliendo il verso opposto (antiorario) per le correnti di anello Ky, K, K3,
come indicato in figura
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Figura 5.3: Correnti di anello K;, K;, K5 (verso orario).

Le equazioni sui tre anelli rimangono inalterate per quanto riguarda i termini alla sinistra dell’uguale mentre cambia il segno nei
termini a destra dell’'uguale.

(Rq + R5)K; — R4K; = E
(Rl +R3 +R4)K2 —R1K3 —R4K1 =0
(R; +Ry)K3 - Ry K, = E;

Risolvendo il sistema, si ottengono pertanto i seguenti valori per le correnti di anello:
Kl - 6 A
K2 =5 A
K3 = 5 A
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Si possono quindi calcolare le correnti dei lati. Tenendo conto dei nuovi riferimenti delle correnti di anello si ottiene:

I=K;-K,=5-5=0A
L=-K;=-5A
I;=-K,=-5A
L=K,-K;=5-6=-1A
I;=-K,=-6A
Ip,=K;=5A
I,=K; =6 A

Il bilancio delle potenze rimane ovviamente inalterato.
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5.2 Metodo delle correnti di anello modificato

Nella figura e rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da generatori ideali di tensione, resistori ideali e da
due generatori ideali di correntd| Sono noti i valori delle resistenze e delle grandezze impresse.

1. Utilizzando il metodo delle correnti di anello (modificato), calcolare il valore della correnti con i riferimenti indicati in figura.

2. Verificare la conservazione delle potenza elettrica scambiata dai bipoli della rere

Figura 5.4: Rete elettrica in regime stazionario costituita da resistori ideali, generatori ideali di tensione e di corrente

Ri=4Q R3=2Q R4=2Q Rg=4Q E =20V E3=20V E4=10V Eg=10V J,=5A Js=4A

! generatori ideali di corrente costituiscono lati “anomali” per I’applicazione diretta del metodo delle correnti di anello.
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Soluzione

Considerando la rete costituita da quattro generatori ideali di tensione, due generatori ideali di corrente e da cinque resistori ideali,
si hanno ¢ =10 lati e n = 8 nodi. Pertanto gli anelli sonom =€ —-n+1=10-8+1 = 3. Se invece si considerano i quattro GAT costituiti
dalle serie (E;, Ry), (E3, R3), (E4, Ry) e (Eg, Rg), si devono considerare solo ¢ = 6 lati e n = 4 nodi (un lato e un nodo in meno per ogni
GAT). Ovviamente non cambia il numero degli anellim =€ -n+1 =6-4+1 = 3. Per scrivere il sistema di equazioni linearmente
indipendenti sui 3 anellj, si fissa innanzitutto il verso (orario) delle correnti di anello K;, K;, K3, come in figura

Js
()
+

%

5

Figura 5.5: Correnti di anello K, K;, K3 (verso orario).

Si ottiene un sistema di cinque equazioni in cinque incognite: le prime due equazioni ottenute dall’applicazione del metodo delle
correnti di anello e le ultime due che vincolano le correnti degli anelli alle correnti impresse (note). Le incognite sono le tre correnti
degli anelli (K, K3, K3) e le due tensioni dei generatori ideali di corrente (V}, e V}.), indicate in rosso a destra dell’'uguale nelle prime
tre equazioni, per ricordare che non sono note e vanno determinate dalla soluzione del sistema.
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(R +Rg)K; = RgK3 = Ej-E¢+(-V})
(R3 + Ry)K; — R4K3 = E3—E4+(+V})
(Rg+Rg)K3 —RgK; —R4yKy = E4+Eg+(-V),)
J»=K;-K4

J5 =-K3

Risolvendo il sistema, si ottengono i seguenti valori delle correnti di anello e delle tensioni dei generatori di corrente:

Kl :—2A

Vh:lOV
K2:3A

Vi, =42V
K3:—4:A

Si possono quindi calcolare le correnti dei lati. Con i riferimenti di figura si ottiene:
L =Ig =K =-2A
I3=Ig,=K,=3A
Iy=Ig,=K3-K;=-7A
lg=Ig, =K3-K;=-2A

Verifichiamo ora che vale la conservazione della potenza elettrica.
La potenza assorbita dai resistori vale:
Pr=R I} +R3I3+RyI;+Rs [} +=16+18+98+16=148 W
Le potenze uscenti dai generatori ideali di tensione (convenzione dei generatori: corrente uscente dal “+”) sono:

PEI :El IEI :—40 W, PE3:E3 IE3:60W PE3:E3 IE3:—70W PE3:E3 IE3:—42W

Risulta Pg, > 0 e quindi ¢ effettivamente erogata. Le altre tre sono negative e quindi sono assorbite (sarebbero positive se calcolate con
la convenzione degli utilizzatori).
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Le potenze uscenti dai generatori ideali di corrente (convenzione dei generatori: corrente uscente dal “+”) sono:

b, =V, ],=50W, P, =E3Ig, =168 W
Sono entrambe positive e quindi effettivamente erogate.

Si pu6 ora verificare che vale la conservazione della potenza elettrica scambiata dai bipoli della rete. Si noti che é necessario stabilire
la stessa convenzione su tutti i bipoli, ad esempio quella degli utilizzatori. Dato che le potenze sui generatori sono state calcolate con
la convenzione dei generatori, vanno conteggiate con segno opposto:

P =Pr+(=Pg,) + (=Pg,) + (=Pg,) + (=Pg,) + (=F,) + (=P},) = (168) + (40) + (=60) + (70) + (20) + (=50) + (-168) =0 W

Osservazioni

Un altro modo per verificare la conservazione della potenza elettrica scambiata dai bipoli della rete consiste nel confrontare la som-
ma delle potenze effettivamente assorbite con la somma delle potenze effettivamente erogate.

Le potenze assorbite sono quelle dei resistori ideali e quelle dei generatori ideali che risultano negative con la convenzione dei
generatori (positive con la convenzione degli utilizzatori):

Pussorbite = Pr +|Pg,| +|Pg,| +|Pg | = 148 + 40+ 70+ 20 = 278 W

Le potenze erogate sono quelle del generatore ideali che risultano positive con la convenzione dei generatori (negative con la
convenzione degli utilizzatori):
P.rogate = Pe, + P, + P, = 60+ 50+ 168 = 278 W



CAPITOLO 5. ANALISI DELLE RETI LINEARI ADINAMICHE 78

5.3 Metodo dei potenziali nodali

Nella figura|5.6|e rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da generatori ideali di corrente e resistori ideali. Sono
noti i valori di tutte le resistenze e delle correnti impresse.

1. Utilizzando il metodo dei potenziali nodali, calcolare il valore della tensioni con i riferimenti indicati in figura.

2. Verificare la conservazione delle potenza elettrica scambiata dai bipoli della rere

N1

1 Ry 2
+t Vs 4+
ISPl Ry V) CT I>
3

Figura 5.6: Rete elettrica in regime stazionario costituita da generatori ideali di corrente e resistori ideali

R1:ZQ R2:6Q R3:4Q ]1:15V ]2:30V
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Soluzione

La rete ha n = 3 nodi. Utilizzando il metodo dei potenziali nodali si possono scrivono n—1 = 2 equazioni linearmente indipendenti.

i

+

4
R,V R, >V, VbCT I
5] -

L

Figura 5.7: Rete elettrica in regime stazionario: il nodo 3 é scelto come nodo di massa (riferimento dei potenziali).

Scegliamo il nodo 3 come nodo di massa (riferimento dei potenziali), come indicato in figura[5.7] Le incognite sono i potenziali dei
nodi 1 e 2 indicati con U; e U,, rispettivamente. Fissiamo poi i riferimenti di tensione indicati in figura con V; e V), stabilendo cosi la
convenzione dei generatori per entrambi i generatori ideali di corrente.

Le equazioni scritte per i nodi 1 e 2 sono:

(G1 +G3)U; - G3U,
(G2 +G3)Uy - G3U;

J1
~J1+]>2

Risolvendo il sistema, si ottengono i seguenti valori per le potenziali nodali: U; =40V, U, =60V
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Si possono quindi calcolare le tensioni dei lati dei resistori ideali. Con i riferimenti di figura si ottiene:

V1:U1:40V
V2:U2:60V
V3:U1—U2:—20V

Le tensioni dei generatori coincidono con le tensioni gia calcolate per i resistori a cui sono collegati in parallelo:
Vi, =V3=-20V
V]z = V2 = 60 \%

a cui corrispondono le potenze uscenti:

P, =V;, J1=-2015=-300 W (assorbita)
P,=V,,],=6030=1800 W (erogata)

Le potenze assorbite dai resistori sono:
1 1 1
P =G, V= 5(40)2 =800W  P,=G,V}= g(60)2 =600 W  P3=G3Vi= Z(—20)2 =100 W

La potenza complessivamente assorbita dai bipoli della rete é data dalla somma delle potenze assorbite dai resistori ideali e dal
generatore J;:
Pyssorbita = Pi + Py + P3 + P, | = 800 + 600 + 100 + 300 = 1800 W

L'unico bipolo della rete che eroga potenza é J;:
Perogata = P]z =1800 W

E cosi verificato quanto previsto dal teorema di Tellegen.
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5.4 Metodo dei potenziali nodali modificato

Nella figura [5.8|¢ rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da resistori ideali, un generatore ideale di corrente e
un generatore ideale di tensione. Sono noti i valori delle resistenze e delle grandezze impresse.

1. Utilizzando il metodo dei potenziali nodali, calcolare il valore della tensioni dei resistori con i riferimenti indicati
2. Verificare la conservazione della potenza elettrica scambiata dai bipoli della rete

Ry

Figura 5.8: Rete elettrica in regime stazionario.

R1:2Q R2:8Q R3:6Q R4:4Q ]1:235V E2:500V
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Soluzione

La rete ha n = 4 nodi. Utilizzando il metodo dei potenziali nodali si possono scrivere n —1 = 3 equazioni linearmente indipendenti.
Scegliamo il nodo 4 come nodo di massa (riferimento dei potenziali), come indicato in figura Le incognite sono i potenziali nodali
(Ui, Uy, Us) e la corrente I, del generatore E,, fissata con il riferimento indicato in figura per stabilire la convenzione dei generatori,
cosi come per il riferimento di tensione Vj, per J;.

I Ry
0—»—/\/\/\/ =
+ v,

Figura 5.9: Rete elettrica in regime stazionario: il nodo 4 é scelto come nodo di massa (riferimento dei potenziali).

Si ottiene un sistema di quattro equazioni in quattro incognite: le prime tre equazioni ottenute dall’applicazione del metodo dei
potenziali ai nodi 1, 2, e 3 e I'ultima che vincola i potenziali dei nodi 2 e 3 alla tensione impressa E,.

(G1+Gy)U; -G Uy -GaUs = i
(G1+G2)Up -G Uy = —Ig,
(G3 + Gg)Us = G4 Uy = +Ig,

U3—U2 = E2
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Si noti che anziché risolvere il sistema cosi com’é, conviene prima cercare di ridurre il numero di equazioni e di incognite.

esempio, sommando tra loro le prime tre equazioni, ci si riconduce al seguente sistema di due equazioni in due incognite:

GUy + G3Us N1
U3—U2 = E2

Risolvendo il sistema, si ottengono i seguenti valori per le potenziali nodali: U, =520V, U3 =1020V.

Dall’equazione scritta per il nodo 1, si ricava il potenziale Uj:

_GLUy+G4Us +]y

=1000V
G1+G4

Ui

Infine, si puo calcolare la corrente Ig, dall’equazione scritta per il nodo 3 (oppure per il nodo 2):
Ig, = (G3+ G4)Usz = G4U; = 175A

Si possono quindi calcolare le tensioni dei lati dei resistori ideali e del generatore di corrente:

Vi=U;-U,=1000-520=480V

V,=U, =520V

Vy=U;=1020V

V,=U,-U;=1000-1020=20V

V;,=U; =1000V

Le potenze uscenti dai generatori sono:
B, =V;, J1 =(1000) (235) = 235kW  (erogata)
{ Pg, = E; I, = (500) (175) = 87.5kW  (erogata)

Le potenze assorbite dai resistori sono:

P =G, V}=1152kW P, =G, V}=33.8kW  P3=G3Vi=173.4kW  Py=G4V}=0.1kW

Ad
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La potenza complessivamente assorbita dai bipoli della rete é data dalla somma delle potenze assorbite dai resistori:

Pussorvita = PL+ Py + Py +pg = 115.2+33.84173.4+0.1 = 322.5kW

La potenza complessivamente assorbita dai bipoli della rete ¢ data dalla somma delle potenze erogate dai generatori:

Perogata = Py, + Pp, = 322.5kW
E cosi verificato quanto previsto dal teorema di Tellegen.

Osservazioni

In alternativa, si poteva calcolare la corrente I, applicando la LKC al nodo 3 (oppure al nodo 2):

Vs V, 1020 20
Ir=L-[j=—-—=—+——-——=170-(-5)=175A
B=h-li=g -¢ < 1 (=5)
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5.5 Metodo dei potenziali nodali modificato

Nella figura ¢ rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da resistori ideali, generatori ideali di corrente e
generatori ideali di tensione. Sono noti i valori di tutte le resistenze e delle grandezze impresse.

1. Utilizzando il metodo dei potenziali nodali, calcolare il valore della tensioni V; e V, con i riferimenti in figura
2. Calcolare la potenza erogata dai generatori E3, J; e Js
3. Calcolare la potenza erogata dai generatori E,, J4

4. Verificare la conservazione delle potenze

Figura 5.10: Rete elettrica in regime stazionario

R1:5Q R2:10Q R3ZSQ R4:10Q ]1:5A ]5:5A ]6:23A E2:10V E3:50V
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Soluzione

Innanzitutto semplifichiamo la rete di figura sostituendo:
* Il bipolo evidenziato dal rettangolo verde (serie J¢, R3) con il bipolo equivalente ], = ]ﬂ

* 11 GAT evidenziato dal rettangolo rosso (serie di E,, R;) con il GAC equivalente con Jg, = Eo/R, =1 A

. 1
+
RicoVy I Ej G)
- s
R3 /]-6\
4—

- -
%]

6

Ule

Figura 5.11: Rete elettrica in regime stazionario. Nei rettangoli colorati i bipoli che é conveniente sostituire.

La rete cosi semplificata, riportata in figura ha n = 4 nodi.

ZPer il principio di equivalenza elettrica il bipolo equivalente alla serie di R3 e Js garantisce che ci sia la stessa differenza di potenziale tra i nodi 3 e 4.
Utilizziamo un simbolo diverso (J;), perché non c’¢ equivalenza in termini energetici tra J; e la serie di J5 ed Rs.
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Utilizzando il metodo dei potenziali nodali si possono scrivere n—1 = 3 equazioni linearmente indipendenti. Scegliamo il nodo 2
come nodo di massa (riferimento dei potenziali). Le incognite sono i potenziali dei nodi 1, 3 e 4 indicati con Uj, Uz e Uy. Fissiamo poi
i riferimenti di tensione (Vj , V}.) e il riferimento di corrente (Ig,) che serviranno per il calcolo delle potenze erogate. Con i riferimenti
scelti si é fissata su tutti la convenzione dei generatori.

1
Ui
+ + -
R1§V1 ]1@ 172 R, Q JE, G) Ej
— - v IE3"
v J5
Uy ) Us
- AV —(=)— 13
Ry =
st
J6

Figura 5.12: Rete elettrica in regime stazionario semplificata con n = 4 nodi.

Si ottiene un sistema di quattro equazioni in quattro incognite: le prime tre equazioni ottenute dall’applicazione del metodo dei
potenziali nodali e l'ultima che vincola i potenziali dei nodi 1 e 3 alle tensione impressa E3 (nota). Le incognite sono i potenziali
nodali (U, Us, Uy) e la corrente I, indicata in rosso a destra dell'uguale nelle prime tre equazioni, per ricordare che non € nota e va
determinate dalla soluzione del sistema.
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(G1+G)Uy -G Uy = Ji=Jg, +(=Ig,)
0 = J5—Jg+ (+Ig,)
(G1+Gy)Us-G Uy = Jo—1h
Us—-U, =E;
Si noti che le equazioni si prestano ad essere semplificate riducendo il sistema da risolvere a due equazioni in due incognite (U,

Uy). La seconda equazione, infatti, corrisponde alla LKC nel nodo 3 e ci consente di sostituire nella prima equazione la corrente I,
espressa come: Ig, = —J5+J; = —5+23 = 18 A. Il sistema si riduce quindi al seguente:

(G1+G)Uy =G Uy = Ji=Jg, +(~Ig,)
(G1+Gy)Us-G Uy = Jo—-Ti

Risolvendo il sistema, si ottengono i seguenti valori per le potenziali nodali: Uy =-12V, Uy =52V

Il potenziale Uj si ottiene mediante la quarta equazione del sistema completo che non é stata ancora utilizzata:

Us;=U; +E3=-12+50=38V
Le tensioni dei generatori risultano Vj, = Uy —Uy =-12-52=-64V, V; = U3 =38V

Le potenze uscenti da J;, J, e E5 valgono
B, =V; Ji =(-64)5=-320W (assorbita)
P,=V;,],=(38)5=190W (erogata)
Pg, = E3Ig, =(50) 18 =900 W (erogata)

Per il calcolo delle potenze uscenti da E; e J¢, dobbiamo fare riferimento alla rete originale, con i riferimenti indicati in figura
La tensione Vj, puo essere calcolata applicando la LKT alla maglia che comprende la serie di R3 e Js

‘/]6_R3']6_V43:0 = ‘/]6:R3]6+V43:R3]6+U4—U3:5'23+52—38:129V
La corrente I, puo essere calcolata applicando la LKT alla maglia che comprende la serie di E; e R,

E,+V E,+U 10+ (=12
Ey—Ry-Ip, +Vip=0 = Ip=-212_22771_ (=12)

- =-0.2A
2 R, R, 10
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Le potenze uscenti da E; e ] valgono dunque

Pg,=E;-Ig,=10-(-0,2) =-2W (assorbita)
P, =V, -Jo=129-23=2967W (erogata)

Infine, per verificare la conservazione delle potenze, sulla rete originaria, occorre calcolare le potenze dissipate sui resistori. Si ha:

Pr, = V1?/Ry = vﬁ/R1 = (-64)%/5=819,2W (assorbita)
Pr,=Ry-If =10-(-0.2)> =0,4W (assorbita)

Pr, = R3-If =R3-Jg° =10-(23)> =2645W (assorbita)

Pg, = Va?/Ry = Us*/Ry = (52)%/10 = 270,4W  (assorbita)

Affinche sia verificato il bilancio delle potenze deve essere:
somma potenze erogate) P, + Pr. + P, = P, + P + Pr. + Pp. + Pr. + Pr, (somma potenze assorbite
P & T2 Ej I3 T E; Ry R, Rj3 Ry p

e in effetti si ha che:

190 W +900W + 2967 W =4057W =320W +2W +819,2W +0,4W + 2645 W +270,4 W.
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5.6 Metodo di sovrapposizione degli effetti

Nella figura ¢ rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da generatori ideali di tensione e resistori ideali.
Sono noti i valori di tutte le resistenze e delle tensioni impresse.

1. Calcolare il valore della correnti con i riferimenti indicati in figura.

2. Verificare la conservazione delle potenza elettrica scambiata dai bipoli della rete

Figura 5.13: Rete elettrica in regime stazionario costituita da generatori ideali di tensione e resistori ideali

R1:6Q RZZ].OQ R3:3Q E1:15V E2:29V
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Soluzione

Nella rete sono presenti due generatori ideali di tensione. Applichiamo il metodo di sovrapposizione degli effetti facendo agire i
generatori uno alla volta. Come notazione, utilizziamo un apice singolo (doppio) per identificare le correnti del primo (secondo) caso:
ad esempio I; per il primo caso, I} per il secondo cas

Caso 1 (solo Eq)

Nel primo caso agisce solo E;: viene spento (cortocircuitato) il generatore di tensione E, come mostrato in figura[5.14

2 I

Figura 5.14: Caso 1 (solo E;): viene spento (cortocircuitato) il generatore di tensione E,.

La resistenza “vista” dal generatore E; e:

3-10 30 108
R“Il :Rl +R3//R2 =6+ 3110 = 6+E = 1—3Q ~ 8.3076Q)
La corrente di E; vale:
E, 65 _
I. = =—A=1.805A
FI 7 Ry, — 36

Ey ed R, sono in serie e hanno la stessa corrente (si puo verificare formalmente applicando la LKC nel nodo 1):

65 _
I{=1f =5 A=18054

3In alternativa si puo utilizzare il doppio pedice come notazione: il primo pedice identifica il lato (componente) su cui si calcola la corrente, il secondo identifica
il generatore che e “attivo”. Ad esempio I3; indica la corrente del resistore R3 quando agisce il primo generatore (E;)



CAPITOLO 5. ANALISI DELLE RETI LINEARI ADINAMICHE 92

Le correnti sui resistori R, ed Rj si possono calcolare con la formula del partitore di corrente, prestando attenzione al segno (I, ha
segno opposto a I):

’ ’ RZ 50 S ’ ) R3 15 S
=1 =—A=138A I,=-1 =——A=-0.418
37 EBiR, + Ry 36 27 "BiR,+R; T 36

Come verifica si puo applicare la LKC nel nodo 2:

65 15 50
il = [~ I} =~ — (-2)+ 2 =0
Lk e 36~ "36) " 36

Mw

E, ed R, sono in serie e hanno la stessa corrente (si puo verificare formalmente applicando la LKC nel nodo 3):

15 _
It, =1y =3, A=-0418

Caso 2 (solo E,)

Nel secondo caso agisce solo E,: viene spento (cortocircuitato) il generatore di tensione E; come mostrato in figura[5.15]

) I R

Figura 5.15: Caso 2 (solo E,): viene spento (cortocircuitato) il generatore di tensione E;.

La resistenza “vista” dal generatore E, é:

R

eq2

3.6
=R, +R;3//Ri =10+ ——=10+2=12Q)
2+ Rs//Ry 3+6
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La corrente di E, vale:
B 2 424164
R 12

V.
IEz =
€q2

E, ed R, sono in serie e hanno la stessa corrente (si puo verificare formalmente applicando la LKC nel nodo 3):
29 _
=1 =—A=2416A
2 E, 12 6

Le correnti sui resistori Ry ed Rj si possono calcolare con la formula del partitore di corrente, prestando attenzione al segno (I;" ha
segno opposto a I)):

” ” Rl 29 T 7 2 R3 29 =
I7 = =—A=161A I'=-1 =-——A=-0.805A
37 EBaR 4Ry 18 ! E2Ry+R; ~ 36
Come verifica si puo applicare la LKC nel nodo 2:
23 29, 29 29
iIk :_Il —12 +I3 :_(_%)_E-‘-E:

k=1
Soluzione completa (E1+E;)

Le correnti I, I, e I3 si ottengono sommando i contributi calcolati nei due casi precedenti:

65 29
11:I1+11:%+(—%):1A
.15 29
12:I2+12:(—3—6)+522A
50 29
I3:Ié+lé/:%+E:3A

Anche in questo caso puo essere utile verificare che le correnti calcolate siano consistenti con quanto previsto applicando la LKC
nel nodo 2:

ilk:—11—12+13:—1—2+3:0

Mw

k=1
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Le correnti dei due generatori, valgono: Ig, =I; = 1A Ig,=1,=2A

Si puo ora verificare la conservazione delle potenza elettrica scambiata dai bipoli della rete. Le potenze complessivamente assorbite
dai resistori ed erogate dai generatori sono:

Possorpita = RiIZ+ RoI2 + R312 =6+ 40+ 27 =73 W

Perogata = EllEl +E2IE2 =15-14+29.2=73W

Osservazioni

Applicando il metodo di sovrapposizione degli effetti abbiamo ottenuto la soluzione senza dover risolvere sistemi di equazioni,
grazie alla semplificazione delle reti con operazioni di serie/parallelo. E’ stato necessario, pero, risolvere due reti anche se piu semplici
rispetto alla rete completa. Come verifica dei risultati ottenuti, risolviamo ora I’esercizio mediante il metodo delle correnti di anello,
adottando i riferimenti indicati in figura[5.16| per le correnti K; e K,.

Figura 5.16: Applicazione del metodo delle correnti di anello.

Le equazioni sui due anelli sono:

(R + R3)K; — R3K; E,
(Ry + R3)K; — R3Ky -E;
Risolvendo il sistema si ottiene K; =1Ae K, =-2A,dacuil; =Ky =1A,1,=-K,=2A,13=K; -K;, =3A.
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5.7 Metodo di sovrapposizione degli effetti

Nella figura € rappresentata una rete elettrica in regime stazionario costituita da resistori ideali, generatori ideali di tensione e di
corrente. Sono noti i valori di tutte le resistenze e delle grandezze impresse.

1. Utilizzando il metodo di sovrapposizione degli effetti, calcolare la potenza erogata da ciascuno dei generatori

Ry R,
E,(*
]1 R3

T I3
Rs R,
-

5

Figura 5.17: Rete elettrica in regime stazionario costituita da resistori ideali, generatori ideali di tensione e di corrente

Ri=2Q R;=2Q R3=4Q R4=8Q R5=10Q J;=12A E, =60V J3=15A
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Soluzione

Nella rete sono presenti due generatori ideali di corrente ed un generatore ideale di tensione. Applichiamo il metodo di sovrappo-
sizione degli effetti facendo agire i generatori uno alla volta. Come notazione, utilizziamo un apice singolo per identificare le correnti

del primo caso, due apici per il secondo caso e tre apici per il terzo caso.

Caso 1 (solo J;)

Nel primo caso agisce solo J;: il generatore di tensione E, viene sostituito da un cortocircuito e il generatore di corrente J; da un lato
aperto, come mostrato in figura Vengono indicati i riferimenti per la corrente I 1/92 del lato cortocircuitato (dove era inserito E;) e la
tensione V]’3 del lato aperto (dove era inserito J; che devono essere calcolate perché possono essere diverse da zero anche se i generatori

sono stati “spenti”.

Figura 5.18: Caso 1 (solo J;): E, ¢ sostituito da un cortocircuito e J3 da un alto aperto.

La resistenza “vista” dal generatore J; ¢

Req1 = Rl//RS =

2-10
2+10

R,
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La tensione ai capi di J; vale dunque
, 5
Vi =IiReg =12:-3=20V

La corrente Iéz coincide con la corrente su R; che puo essere calcolata con la formula del partitore di corrente

A:12E:10A

I =
Ex ]1R1+R5 12

Dato che i resistori R3 ed R4 non sono percorsi da corrente, si ha v = 0 e v; = 0. Applicando la LKT alla maglia che comprende il
lato con tensione Vj, e i resistori R; ed Ry si ottiene dunque V; = V;+V,/=0

Caso 2 (solo E,)

Nel secondo caso agisce solo E;: i generatori di corrente J; e J3 sono sostituti da lati aperti, come mostrato in figura Vengono
indicati i riferimenti per le tensioni V]’l' e V];’ dei lati aperti (dove erano inseriti J; e J3) che devono essere calcolate perché possono
essere diverse da zero anche se i generatori sono stati “spenti”.

R, R
NN ANV
I E,
Ey (T
R3
l1e + "T/\/\/\/T“ 3
+
” ”
7
Vs
Rs Ry _
—VW—""" VN —
+ ) 4 + 5
v, vy

Figura 5.19: Caso 2 (solo E,): i generatori di corrente J; e J3 sono sostituti da lati aperti
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La resistenza “vista” dal generatore E, ¢ data dal parallelo di R, + R3 (serie) e di R + R5 (serie)

12-6
12+6

4Q)

Req, = (Ry + R3)//(Ry + Rs) = (12)//(6) =

La corrente di E, vale dunque
” EZ 60
R, 4

La tensione di J; puo essere calcolata applicando la formula del partitore di tensione considerando che vale

eq2

Rs 4
=60 =40V
R2+R3 4+2

V' =V{ =E,

La tensione di J3 puo essere calcolata applicando la formula del partitore di tensione considerando che vale

” ” RS 10
V' =-V!=-E =—60—— =-50V
I 5 2R, +Rs 10+2

Caso 3 (solo J3)

Nel terzo caso agisce solo J5: il generatore di tensione E, viene sostituito da un cortocircuito e il generatore di corrente J; da un lato
aperto, come mostrato in figura Vengono indicati i riferimenti per la corrente I é’z’ del lato cortocircuitato (dove era inserito E;) e la
tensione V;” del lato aperto (dove era inserito J1) che devono essere calcolate perché possono essere diverse da zero anche se i generatori

sono stati “spenti”.
La resistenza “vista” dal generatore J; e

2-4 28 _
:R4+R2//R3:8+—_—Q:9.3Q

R =
2+4 3

eqs

La tensione ai capi di /3 € dunque
28
Vi =i Regy = 15- - = 140V
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R L1 R
AN

1 R
le 1»—4—/\/\/\/—«3
Vi §
(D v
Rs Ry 171~

AN

124 5

Figura 5.20: Caso 3 (solo J3): E, € sostituito da un cortocircuito e J; da un lato aperto.

Per le correnti sui resistori abbiamo
"o g _
[/=1=0

I =]3=15A

R 4

IV =]; 7 +3R3 = 154 5 = 10A (partitore di corrente)
R 2

I =T 75 +2R3 = 154 7= 5A (partitore di corrente)

Applicando la LKC nel nodo 2 si puo calcolare la corrente I;]
I/ =1"-1}=0-10=-10A
Dato che i resistori Ry ed R5 non sono percorsi da corrente, si ha
V" =RiI{" =RsI5" =0V
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Sovrapposizione degli effetti

Sommando i termini calcolati nei tre casi precedenti si ottiene

Vi, =V + V) + V] =20+(-50)+0=-30V

Ig, =1Ip, +1p +1Ig =10+15+(-10)=15A

Vi, :V]’3+