
ALGEBRA LINEARE E GEOMETRIA 

Lezioni 58-59, 15/12/2021 

Prof. Luis García-Naranjo



Richiamo dalla lezione precedente :
-

ÙEIR
"

sottospazio allora R
"

= -0+00
'

ver
"
→ ✓ = v

'
+ v

"

È ±

"soma . .

o
.

v1 - Italy = proiezione

Esempt-i-U-c.pt
,
e- = < a.

,
u,>
ui (40 '

- '
' D

un-_ ( 1 , -1 , 3
,
o )

v -_ ( 4 , 1,3 , -2) C- R
"

Allora : è-11 !! !! )

ittica :(÷;)



Siano ui , _ . / ur C- IR
"

vettori non
nulli e ortogonali

( ni . ↳ =o tifi ) allora lei , . . , ur sono

linearmente indipendenti .

TTER? Lui , _ . , ai } base di -0
.

La base è ortogonale ⇐ vii. uj - o kit ;

La base è atono -male se è ortogonale
ad ogni vettore è normalizzato
--

Problema : Come produrre una
base ortogonale

( o ortonamale) da una base qualunque?

IProcedimial-odigra-m-shmid.si
- ni , _ .

, ur una base qualunque di -0 .

Prendo ÈL ( 1° vettore della nuova base)



mi = combinazione lineare
= nata.in!

aini
di ui.az

4 deve essere tale che

iii.

ui-oo-ui.ui-lurtd.ci/.ui--Ur.ui+a,ui.ui=Ur.uitdi1IuilP
✗
,
=
- Ur . mi

F

Si ottiene ui-m-ujjj.am#- (
• rettore della

)nuova base

ÈÈ:
"i -- ↳ + a.m' +mai

d
, e

✗r devono essere tali che ;

{ ui.ui-oui.us'
- o

{ "
"

• ' ↳ + a. uita> ui ) = o

vii. ( n, + a.uitsrui ) = o

}
iii. ↳ + diluiti 1-Èn? - o
vii. ustionati tatuati -0

i.

⇒ a. =
-;÷: > " = -

"I:*
3° vettore

ui-m-I.j-ui-II.fm#- ← della nuova
base



un' = lenta , uitdauitdr.us

di
,
dr

, ↳ devono essere tali che nè sia

ortogonale a vii. ui.us .
Si ottiene

a. = - %:÷ ,
a. = - %:÷ ,

↳ = -
"È:-p

La formula generale è :

mail.in?:-lui-lY:;-dui--.-t-:lu.-if-::
I vettori ui

,
ui
,
- → mi sono una

ba-seo-vtgaledi-UIudtoiui-Y.iq
,
ni -- YÈ , . . >

"
"

-
= ÈÈ

sano ma DÈE di -0 Anime .

LI ☐ = lui
,
in .us> c- R

"

U
,
= ( 1

,
0
,
-2
, o)

U2 - ( 1,1
,
o
,
-1) } Non sono ortogonali .

Mrs = (0,1 ,
-1

,
2)

Trovare una base ortogonale Cartel di et .



mi = u ,iui-cho.ir/o-ui--m-::-.:iui
Ma . UÌ = ( 1

,
1
,
0
,
- 1) • ( 1

,
0
,
-2

,
o) = I to to to = I

IIUIIP= l' + è + C-2T + ci =

sui
-

- I :| - El:/ =/È:|
oppure È⇒ - (ÈÈ /

m' = ↳ - %÷, ai - ÷÷: ai

Us . U ,
'
= ( o, 1

,
-1,2) . ( 1

,
0

,
-2

,
o) = 0 1- o 1-2 to = 2

Hai 112 = 5

↳ • UÌ = ( o, 1
, -1,2) . ( 4 , 5, 2 , -5) = o + 5 -2

- lo = -7

IlUIIP= 42 + 52 1- It C-57 = 54+16=70

↳
' =L;) - :-| :/ +:/ ¥1
come

↳ EIÈ: È! +1¥. / = !! )
oppure UÈ = ( { )
=



Base ortogonale

ai-K.lu:1?;/ui=l:lBaseortonornale
:

Uniti- Fs
,
Anika

,
Huillet

ai -- ÈÈ:|
,
ui-E.IE/u:='-ral :|
-

Sia {v.
,

. .

, va
} base ortonomale di 112

"

( Es
.
base canonica)

✓ e-R
"

✓ =D
,
v
, + - - tank

⇒ vi. v = vi. (din , t . - + Ink)

=D
, vi. v. 1-THÈ . - • + anni.vn/

°

in

Kulp -_ i-

=]
, Quindi I. = vi. v.

v2. V = V2 . ( Div , t _ . -
tank )

=D,µÉt ask.net#?vit-.--t7nVz/vI
°

in

livelli

= 12 Quindi 1, =
Vin



I. ecc .

In = Un • U

Quindi : le coordinate di
v rispetto alla base

-

ortogonale {vi , _ . .

,
un} sono

7
,
= V. V1

,
12 = V. V2 , - - . ,

In =V -Un

M¥3 per calcolare la proiezione ortogonale
di VER

"
su TTER

"
.

lui , - → Ur ? base di Tt

I completo a una base

di Di
LUI , _ • sur , 4 , nn, un-r}

Base { Gram - Schmidt + normalizzazione

di Rn
•Amorale p÷÷ÉÉ}

base ¥[ Base atonovmale di Ttt
Ortonamale di Tt

se ✓c- R
"
allora

e
' v

"

" '
'

+

cnn.in:1?.rn-iiu-:lI-CvI=Cv.uiIuit...+-vuiu-



Serve solamente calcolare una base

ovtonormale di tt
. Non è necessario

calcolare una base di Tt?

¥ TTER" E- < u , .ms

U
,
= (2,0, -1 , 1)

U2 = ( 1 , -1, 3,0 )

✓= ( 4,1 , 3 , -2) C-È

Trovare Itu-t ) .

Trovo una base ortogonale di Tt .

UI = ( 2
,
o
,
-1
, 1) = U,

m'= U,- %÷÷u:
"" "i = (2,0 , -411.4 , -1,38

= 21-0-31-0=-1

Uniti? 22+02+-47+1'

a :-C! ) - I :| io

= :p:&:/ = :L:|
Oppure mi = ( Ì;)

} (& ) , /%-) } base ortogonale di -0
.



ni' - È: " ,
"
"
= ÌÌ

Neill=t

Uniti = TENTATI = tso

"
"
=÷ (& )

,

a:-. te. / %-) ←
base
Ortonamale
di tt

.

a- (E) c-R
"

II. ti = ¥ = lui . vini + lui!hai

Proiezione ortogonale =/È ( ¥;) . | :-)) % (Ì;)di v su Tt

+1%1%1.1 :D÷. I:|
= I:/ +÷:-# E:)

= % (? / + È f-%-) = § (33 . -15. 36,9 )
-

-o



Sia E- Lui , -→ un} base otonamale di Rt

considero

( D= Melito)F- (i . . . . ! ) ±

I | E-base canonica
)

p:[ :-|
- un-

Il 1

PTP =/ 11 ; ; - . :|
- va-

vi. vi vi.v2 - - i vi.

%= [• 4 K - K -
- va.vn = (ÌÌ . § ) - I

i.
'

io . o

Vn . V , Un'V2 - - . Un nvh

|É=
DI una matrice PAMIR) è

detta ortogonale se

ptp-I.yoss-i.peotog.de#leedonnediPfornan-una base Ortonamale di R
"



⇐ ) le righe di P formanof-unaba.se#onormalediRY
Se P è ortogonale ⇒ PTP - I

P
"

è anche ortogonale PTCPT )
>
=p

>
D= I

(PT )
_'
=

T

-

e- =p
"

Come trovare la matrice 1- dalla

proiezione ortogonale Ito : R
"
-SR

"

rispetto alla base canonica?

R
"

= -0+0-0
'

✓ C-R
"

v = v
'
tu

"

" ¥.ti

ftp.GI-v '

lui , . . , un} base di -0

{Wii . - swear} base di Ttt

L Gram-Schmidt 1- normalizzazione

fui' , _ . , ni' } base Ortonamale di Tt

duri" , . . .

, wn! } base artonarmde di Ttt



I - { iii. . . .

,
ur
"

,
w

,

"
.
. . . ,
unì } è una base

ovtonouonala
di R

"

II. lui / = ui i -1
, -→
r

"

i. UÌ Cui" è autovettura relativo a 1--1 )

Itulwj
" ) = È j-hn.sn-r

✗

0in
;
"

( w
;
" è autovettura relativo a 1=0)

mitai⇒ =p : o

0.EE:)
G-↳xln-r)

e-=L e, . . . . , en} base canonica
.

1- = MÈIII. ) =P DF
'

Y I
Miti " MÈ Cid)

p = M:-(it) - ( %" - . È" . . .tw;)
È = pt

A=PD



À= (PDPT)
"
= (PT )TD

' pt = PDPT
¥

'

in

A

QuindiÀ
A è una matrice di

Proiezione ortogonale
⇐

À - A

EA
(rispetto alla base canonica)


