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ripetizioni, precisamente le k-sequenze che si ottengono ordinando in tutti i modi
possibili i suoi elementi. Per il Principio di Divisione 1.39 le k-collezioni senza
ripetizione di In sono dunque S(n,k)/k!

Esempio 2.17. Siano 0  k  n interi. Abbiamo visto utilizzando la definizione di
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Tale formula si può anche ricavare alla luce del Teorema 2.16 osservando che
scegliere k tra n oggetti equivale a scartare n� k tra n oggetti; dunque il numero✓

n
k

◆
= C(n,k) delle possibile scelte di k oggetti è uguale al numero
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Il seguente risultato motiva il termine “binomiale”.

Proposizione 2.18 (Formula del binomio). Siano 0  k  n. Il coefficiente di
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Dimostrazione. La formula è banalmente vera per n = 0. Sia ora n � 1. Moltipli-
cando x+ y per sé stesso n volte otteniamo una somma di monomi del tipo xkyn�k;
il termine xkyn�k appare ogniqualvolta negli n fattori si sceglie per k volte la x e
per n� k volte la y. I k fattori nei quali si sceglie la x formano una k-collezione

dell’insieme degli n fattori; essi dunque possono essere selezionati in C(n,k) =
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Come conseguenza della formula del binomio otteniamo la seguente identità.
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C((n,k)) =

(
C(n�1+ k,k) se n+ k � 1,
1 se n = 0 = k .

Dimostrazione. Se k= 0, l’unica 0-collezione di In è quella vuota: pertanto C((n,0))=
1 che è esattamente il valore indicato nell’enunciato sia per n = 0 che per n � 1.
Sia ora k � 1. Se n = 0 non vi sono k-collezioni di I0 = /0: pertanto C((0,k)) =
0 = C(k � 1,k). Se n � 1, contiamo il numero di n-risoluzioni di k. Ogni tale
risoluzione (k1, ...,kn) è univocamente individuata dalla corrispondente rappresen-
tazione in “numeri romani”, ovvero dalla (n+ k�1)-sequenza di {I,+} formata in
ordine da k1 “I”, un “+”, k2 “I”, un “+”, ..., un “+”, kn “I”. Pertanto il numero di
n-risoluzioni di k coincide con il numero di (n�1+k)-sequenze di {I,+} con k “I”
e n�1 “+”. Si osservi che per individuare una tale sequenza è sufficiente indicare
la posizione dei k “I”: abbiamo quindi C(n�1+ k,k) possibili n-risoluzioni di k.

Esempio 2.32. In quanti modi si possono distribuire 20 stecche identiche di ciocco-
lata bianca e 15 stecche identiche di cioccolata nera tra 5 bambini?
Soluzione. Il numero di possibili distribuzioni di 20 stecche di cioccolata bianca
tra cinque bambini è uguale al numero di 5-risoluzioni di 20, ovvero C((5,20)) =
C(20 + 5 � 1,20) = 10626. Allo stesso modo le 15 stecche identiche di cioc-
colata nera possono essere distribuite in C((5,15)) = C(15 + 5 � 1,15) = 3876
modi distinti. Per il Principio di Moltiplicazione in tutto abbiamo 10626⇥3876 =
41186376 modi per realizzare la distribuzione.

Esempio 2.33. La nonna Adelina va in una drogheria con 10 euro per comprare delle
guarnizioni per un dolce. Il negozio vende confetti, chicchi di caffè, candeline a 50
centesimi la confezione, e canditi a 2 euro la confezione. Quante possibilità ha per
la sua spesa, se spende per intero la cifra a disposizione?
Soluzione. Il primo passo consiste nel prendere come unità di misura i 50 centesimi.
Quindi la nonna Adelina deve spendere 20 delle nostre unità. Tenendo conto del
fatto che una confezione di canditi costa 4 unità, il nostro problema si riduce a
trovare soluzioni intere (x1,x2,x3,x4) della seguente equazione:

x1 + x2 + x3 +4x4 = 20

Il modo più semplice per risolvere il problema consiste forse nello specificare fin
da subito quanti canditi comprare. Se compriamo una confezione di canditi, allora
l’equazione da risolvere diventa x1 + x2 + x3 = 16, che è una equazione con

C((3,16)) =C(16+2,2) = 153

soluzioni naturali. In generale, se x4 = i otteniamo l’equazione x1+x2+x3 = 20�4i,
che ha C((3,20� 4i)) = C(22� 4i,2) soluzioni, per i = 0,1,2,3,4,5. Sommando,
otteniamo in tutto
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differenti possibili spese.

Esempio 2.34. Quanti modi diversi esistono di scegliere sei bottiglie di vino di tre
qualità diverse?
Soluzione. Supponiamo che i tre tipi di vino siano Barbera, Merlot e Sauvignon.
Ogni possibile scelta corrisponde ad una soluzione naturale dell’equazione

xB + xM + xS = 6,

dove xB, xM , xS rappresentano rispettivamente il numero di bottiglie di Barbera,

Merlot e Sauvignon. In tutto vi sono C((3,6)) = C(8,6) =
✓

8
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scelte delle bottiglie di vino.

Ecco alcune proprietà di C((n,k)).

Proposizione 2.35. Siano n 2 N�1 e k 2 N. Allora

1. C((n,k)) =C((k+1,n�1));
2. se k � 1 è C((n,k�1))+C((n�1,k)) =C((n,k));
3. C((n�1,0))+ ...+C((n�1,k)) =C((n,k)).

Dimostrazione. 1. Per il Teorema 2.31 si ha

C((n,k)) =C(n+ k�1,k) =C(n+ k�1,n�1) =C((k+1,n�1)).

2. Tra le k-collezioni di In, vi sono quelle che contengono almeno un 1 e quelle
che non contengono alcun 1. Le prime si ottengono aggiungendo un 1 ad una
qualunque (k�1)-collezione di In; esse sono quindi C((n,k�1)). Le seconde sono
le k-collezioni di {2, ...,n} e quindi sono C((n�1,k)).
3. Tra le k-collezioni di In, vi sono quelle che contengono 1 ripetuto esattamente
k volte, quelle che contengono 1 ripetuto esattamente k � 1 volte, ..., quelle che
contengono 1 ripetuto esattamente 1 volta, quelle che non contengono 1. In generale
le k-collezioni di In con 1 ripetuto j-volte sono C((n� 1,k� j)): si tratta infatti di
contare in quanti modi possono essere scelti gli elementi diversi da 1. Pertanto,
sommando per j = k,k�1, ...,1,0 si ottiene l’eguaglianza desiderata.

2.2.3 Risoluzioni con vincoli e disequazioni

Supponiamo ora di voler contare le collezioni che contengono almeno un certo nu-
mero di elementi di ogni tipo.

Corollario 2.36. Siano n 2 N�1 e `1, ...,`n 2 N. Se k � `1 + ...+ `n, il numero di
soluzioni naturali di
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2.4 Esercizi

Problema 2.59. Quanti modi ci sono di disporre ordinatamente le 52 carte di un
mazzo?

Problema 2.60. Quanti modi ci sono di distribuire 9 libri diversi tra 15 bambini se
nessun bambino ottiene più di un libro?

Problema 2.61. Quanti sono i possibili anagrammi della parola INDICATI?

Problema 2.62. Se una moneta viene lanciata 10 volte qual è la probabilità che si
ottenga almeno 8 volte testa?

Problema 2.63. Per ogni “ruota” vengono estratte (senza ripetizione) cinque palline
da un’urna contenente 90 palline numerate da 1 a 90. Calcolare la probabilità che,
in una data settimana, sulla ruota di Venezia,

1. il primo numero estratto sia il 37;
2. il secondo estratto sia il 37;
3. il primo e il secondo estratto siano, rispettivamente, il 37 e il 51.

Problema 2.64. Quante sequenze di 4 numeri ci sono, con un solo 8 e senza che
nessun numero venga ripetuto esattamente due volte (ammettiamo che una sequenza
possa iniziare con 0)?

Problema 2.65. Quante volte è scritta la cifra 5 se si elencano tutti i numeri da 1 a
105?

Problema 2.66. Se si lanciano tre dadi distinti, qual è la probabilità che il numero
più alto sia il doppio di quello più basso?

Problema 2.67. Quante sono le n-sequenze di I3 con esattamente nove cifre uguali
a 1?

Problema 2.68. Quanti possibili comitati possono essere formati con 4 uomini e 6
donne tali che:

1. ci siano almeno 2 uomini e almeno il doppio di donne rispetto agli uomini?
2. ci siano in tutto 4 membri, almeno due dei quali siano donne e non possano

essere contemporaneamente scelti il signore e la signora Baggiolo?

Problema 2.69. Ci sono 6 diversi libri di inglese, 8 di russo e 5 di spagnolo. Quanti
sono i modi di disporre i libri in fila su una mensola con tutti i libri della stessa
lingua raggruppati insieme?

Problema 2.70. Quante parole di 10 lettere distinte si possono formare utilizzando
le 5 vocali e 5 consonanti scelte tra le 16 possibili consonanti dell’alfabeto italiano?
Qual è la probabilità che una di queste parole non contenga due consonanti vicine?
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Problema 2.60. Quanti modi ci sono di distribuire 9 libri diversi tra 15 bambini se
nessun bambino ottiene più di un libro?

Problema 2.61. Quanti sono i possibili anagrammi della parola INDICATI?

Problema 2.62. Se una moneta viene lanciata 10 volte qual è la probabilità che si
ottenga almeno 8 volte testa?

Problema 2.63. Per ogni “ruota” vengono estratte (senza ripetizione) cinque palline
da un’urna contenente 90 palline numerate da 1 a 90. Calcolare la probabilità che,
in una data settimana, sulla ruota di Venezia,

1. il primo numero estratto sia il 37;
2. il secondo estratto sia il 37;
3. il primo e il secondo estratto siano, rispettivamente, il 37 e il 51.

Problema 2.64. Quante sequenze di 4 numeri ci sono, con un solo 8 e senza che
nessun numero venga ripetuto esattamente due volte (ammettiamo che una sequenza
possa iniziare con 0)?

Problema 2.65. Quante volte è scritta la cifra 5 se si elencano tutti i numeri da 1 a
105?

Problema 2.66. Se si lanciano tre dadi distinti, qual è la probabilità che il numero
più alto sia il doppio di quello più basso?

Problema 2.67. Quante sono le n-sequenze di I3 con esattamente nove cifre uguali
a 1?

Problema 2.68. Quanti possibili comitati possono essere formati con 4 uomini e 6
donne tali che:

1. ci siano almeno 2 uomini e almeno il doppio di donne rispetto agli uomini?
2. ci siano in tutto 4 membri, almeno due dei quali siano donne e non possano

essere contemporaneamente scelti il signore e la signora Baggiolo?

Problema 2.69. Ci sono 6 diversi libri di inglese, 8 di russo e 5 di spagnolo. Quanti
sono i modi di disporre i libri in fila su una mensola con tutti i libri della stessa
lingua raggruppati insieme?

Problema 2.70. Quante parole di 10 lettere distinte si possono formare utilizzando
le 5 vocali e 5 consonanti scelte tra le 16 possibili consonanti dell’alfabeto italiano?
Qual è la probabilità che una di queste parole non contenga due consonanti vicine?
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Problema 2.71. Quanti sono i modi possibili di distribuire 40 caramelle identiche
tra 4 bambini:

1. senza restrizioni?
2. con ogni bambino che ottiene 10 caramelle?
3. con ogni bambino che ottiene almeno una caramella?

Problema 2.72. Qual è la probabilità che in una sequenza senza ripetizione di
{a,b,c,d,e, f} si abbia:

1. a,b vicini?
2. a che compare prima di b?

Problema 2.73. Un uomo ha n amici ed invita ogni sera un sottoinsieme diverso di
4 di loro a casa sua per un intero anno (di 365 giorni). Quanto grande deve essere n?

Problema 2.74. Nel primo round di un torneo ad eliminazione che coinvolge n =
2m giocatori (m � 1), gli n giocatori sono suddivisi in n/2 coppie, ognuna delle
quali gioca una partita. I perdenti sono eliminati e i vincitori partecipano al round
successivo, finché non resta che un solo giocatore.

1. Quanti sono gli esiti possibili del primo round? (Ad esempio, un esito è che il
giocatore 1 vinca contro 2, 3 vinca contro 4, 5 contro 6 e 7 contro 8.)

2. Quanti sono gli esiti possibili del torneo, se per esito intendiamo una infor-
mazione completa su tutti i round?

Problema 2.75. Supponiamo che venga scelto per estrazione un sottoinsieme di 60
giorni diversi dell’anno. Qual è la probabilità che ci siano 5 giorni di ogni mese nel
sottoinsieme? (per semplicità assumere che ci siano 12 mesi con 30 giorni ciascuno.)

Problema 2.76. In quante mani di bridge il giocatore Nord e quello Sud hanno tutte
le picche?

Problema 2.77. Qual è la probabilità di scegliere a caso una 10-sequenza senza
ripetizioni di I10 nella quale:

1. in prima posizione ci sia una cifra dispari e una tra 1,2,3,4,5 sia in ultima
posizione?

2. 5 non sia in prima posizione e 9 non sia in ultima posizione?

Problema 2.78. Qual è la probabilità che in una mano di 5 carte prese da un mazzo
di 52 vi sia:

1. almeno una di ciascuna delle seguenti carte: asso, re, regina, jack?
2. almeno una delle seguenti carte: asso, re, regina, jack?
3. lo stesso numero di cuori e picche?

Problema 2.79. Quante sono le possibilità di formare un gruppo (non ordinato) di
4 coppie di persone scelte tra 30?
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Esercizio SC8.

a) Determinare il numero degli anagrammi di MISSISSIPPI

b) Determinare il numero degli anagrammi di MISSISSIPPI 
che non hanno due S consecutive.

Esercizio SC9.

In quanti modi si possono distribuire  8 lecca lecca 
distinti a  5 diversi bimbi (ammettendo anche che 
qualcune non ne abbia neanche uno)?
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