ESERCIZI - FASCICOLO 3

Esercizio 1. Si voglia illuminare una stanza con un certo numero di lampadine. As-
sumiamo che la probabilita che una lampadina sopravviva almeno »n giorni vale p”,
con p = 0.9. Si puo ritenere che le lampadine si comportino in modo indipendente.
Quante lampadine occorre installare affinché, con probabilita almeno 0.99, dopo 10
giorni vi sia almeno una lampadina funzionante?

Soluzione 1. La probabilita che dopo 10 giorni tutte le N lampadine installate
abbiano smesso di funzionare & (1 — p'°)V. Percio

log(0.01)
1—p! O <001 &= N> S/
(=p)7 < ~ log(1—p'?)

Esercizio 2. Siano A, B, C tre eventi in uno spazio di probabilita discreto (2,P). Si
assuma che A, B, C siano indipendenti. Si mostri che

(1) ANB ¢ indipendente da C.
(ii)) AUB ¢ indipendente da C.
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Soluzione 2. (i) Quasi ovvio:
P[(ANB)NC]=P(ANBNC) =P(A)P(B)P(C) =P(ANB)P(C).

(ii) E equivalente dimostrare che (A UB)¢ = A° N B¢ ¢ indipendente da C. Poiche
gli eventi A°, B¢,C sono indipendenti, ci siamo ricondotti al caso precedente
visto in (i).

Esercizio 3. Io possiedo due ombrelli, che lascio a casa o in ufficio. Quando esco
la mattina e piove prendo un ombrello (ammesso che a casa ce ne sia almeno uno),
se non piove non lo prendo. Lo stesso faccio quando esco la sera dall’ufficio. Ogni
volta che esco di casa o dall’ufficio la probabilita che piova ¢ p, indipendentemente
dalle altre volte. Stasera sono gia tornato dal lavoro, e in casa c’¢ un ombrello.

(a) Qual ¢ la probabilita che domani sera, dopo il mio ritorno dal lavoro, in casa
ci siano due ombrelli?

(b)* Qual & la probabilita che dopodomani sera ci sia in casa esattamente un
ombrello?

(c)* Se dopodomani sera, dopo il mio ritorno dal lavoro, ci sara a casa esattamente
un ombrello, qual ¢ la probabilita che domani piova (mattina, sera o entrambe)?

Soluzione 3. Etichettiamo con 1,2,3,4 le quattro uscite, in ordine cronologico, a
partire da domattina fino a dopodomani sera. Sia A; = piove all’i-esima uscita. Gli
eventi A; sono indipendenti, e hanno probabilita p.

(a) La probabilita richiesta ¢

P(ATNA2) = p(1—p).



(b) Se B = “dopodomani sera c’¢ esattamente un ombrello” € unione dei seguenti
7 eventi disgiunti: A{ NAS NASNAS, A{NASNA3NAL, A{NA; NA3NAY,
Al NAy ﬂAg NAY, Ay ﬂAE ﬂAg NAg, Ay ﬂAE NA3NA4, A1 NA) NA3NA,.
Segue che

P(B) = (1—-p)*+4p*(1—-p)*+p’(1-p) +p*.

(c) Sia C = “domani piove”. Notare che dei 7 eventi disgiunti la cui unione ¢ B,
solo i primo due non sono anche contenuti in C. Percido BN C ¢ unione dei
5 eventi disgiunti: A{ NA; NA3NAS, Aj NA2NASNASL, A NASNASNA,,
Aq QAE NA3NAg, Al NAy NA3NA4. Percio

P(BNC)=3p*(1—p)*+p’(1-p)+p*.
Infine

__P(BNC) _ 3p*(1—p)*+p*(1—p)+p*
POB) = 5By ~ T pfrar(I P (- 11"

Esercizio 4. E stato indetto un referendum in una popolazione di n > 1 individui
(tutti aventi diritto al voto). Ciascun individuo andra a votare con probabilita %,
indipendentemente dagli altri. Inoltre, se un individuo andra a votare, votera SI con
probabilita %, indipendentemente dagli altri.
(1) Qual ¢ la probabilita p che un individuo scelto a caso vada a votare e voti SI?
(2) Qual & la probabilita che il numero di voti SI sia k, per k € {0,...,n}?
(3) Assumendo che i voti SI siano k, si determini la probabilita (condizionale) che
i votanti totali siano m, dove m € {k,...,n}. Si mostri che tale probabilita vale

n—k 1 m—k 2 n—m
GGG
Soluzione 4. (1) Consideriamo gli eventi A = “I’individuo va a votare” e B =
“I’individuo vota SI”. Allora

p=P(ANB)=P(A)-P(BJA) =

N =
~

1

2

(2) Dobbiamo calcolare la probabilita dell’evento C = “‘esattamente k individui
vanno a votare e votano SI”. Dato che ciascun individuo, indipendentemente

dagli altri, va a votare e vota SI con probabilita p = %, siamo in presenza di
uno schema di prove ripetute e indipendenti: dunque

o-()E Q)"

(3) Introducendo I’evento D = “esattamente m individui vanno a votare”, dobbia-



mo calcolare P(D|C). Applicando la formula di Bayes

P(C|D)-P(D)

P(DIC) =~

Applicando lo schema di prove ripetute e indipendenti si ha

() - ())

mentre P(C) & stata determinata al punto precedente. Sostituendo ed effettuan-
do le opportune semplificazioni, si trova

o= e () 6 G

Esercizio 5. Da un’urna contenente n palline di cui k rosse e n — k verdi, con 1 <
k < n—1, si estrae una pallina e quindi, senza reimmetterla nell’urna, si estrae una
seconda pallina. Si considerino gli eventi informalmente descritti da

Ay := “la prima pallina estratta ¢ rossa”,

A, := “la seconda pallina estratta & rossa”.
Si mostri che gli eventi A| e A, non sono indipendenti.

Soluzione 5. Basta osservare che
k—1  k
P(A|A7) = —— # — =P(A)).
(Ailz) == # 5 =P(4))

Esercizio 6. Siano A ¢ B due eventi con probabilita non nulla. Diciamo che A é
positivamente correlato a B se

P(A|B) > P(A).

Si mostri che le seguenti tre affermazioni sono equivalenti.

(1) A é positivamente correlato a B.
(ii) B ¢ positivamente correlato a A.

(iii) A€ e positivamente correlato a B€.
Soluzione 6. Si osservi che
P(A|B) > P(A) < P(ANB)>P(A)P(B) < P(BJA) >P(B),

che dimostra (i) <= (). Inoltre



P(A|B) > P(A) <= P(ANB) > P(A)P(B)
— P(A)—P(ANB°) >P(A)[1 —P(B)] <= P(ANB) <P(A)P(B°).

Ripetendo lo stesso argomento si trova
P(ANB°) <P(A)P(B°) <= P(A°NB)>P(A°)P(B").
Mettende assieme queste ultime due equivalenze si conclude che (i) < ().

Esercizio 7. Ad un quiz partecipa una squadra composta da due persone. Viene
posta una domanda e proposte 4 risposte possibili, di cui una sola ¢ esatta. I due
componenti della squadra possono consultarsi: quindi rispondono correttamente se
almeno uno dei due conosce la risposta, in caso contrario rispondono a caso. Sup-
poniamo che ognuno dei concorrenti abbia probabilita p di conoscere la risposta,
indipendentemente 1’'uno dall’altro.

(a) Qual ¢ la probabilita che almeno uno dei due conosca la risposta?
(b) Qual ¢ la probabilita che la squadra dia la risposta corretta?

(c) Se sappiamo che la squadra ha dato la risposta corretta, qual & la probabilita
che almeno uno dei due la conoscesse?

Soluzione 7. (a) 1—(1—p)2.

(b) Sia A = “la squadra fornisce la risposta corretta”, B = “almeno uno dei due
conosce la risposta”.

P(A) = P(AIB)P(B) + P(AIB)P(B) =1~ (1= p)* + (1 p)* =13 (1—p)".
()
PABPB) _ 1-(1-p)

PA)  1-3(1-p?

Esercizio 8. Un ristorante ha nel menu tre piatti di carne e uno di pesce. I quattro
piatti vengono scelti con la medesima frequenza, in altre parole ogni piatto ¢ scelto
dal 25% dei clienti. Il 70% dei clienti che ordinano un piatto di carne ordinano
anche un vino rosso, il restante 30% un vino bianco. Similmente, il 90% dei clienti
che ordinano un piatto di pesce ordinano anche un vino bianco, il restante 10% un
Vino rosso.

P(B|A) =

(a) Di un cliente sappiamo che ha ordinato un vino bianco. Qual a la probabilita
che abbia ordinato un piatto di carne?

In un tavolo si siedono 4 clienti. Ognuno ordina indipendentemente dagli altri.
(b) Qual ¢ la probabilita che tutti e quattro ordinino vino bianco?

(c) Se sappiamo che due clienti hanno ordinato carne, e due pesce, qual ¢ la
probabilita che tutti e quattro ordinino vino bianco?
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Soluzione 8. (a) Siano A= “il cliente ha ordinato un piatto di carne”, B="il cliente
ha ordinato vino bianco”.

P(B|A)P(A) B 0.3-0.75

(BJA)P(A) + P(BJA°)P(A¢) ~ 0.3-0.75+0.9-0.25) =0.5.

P(A|B) =

(alB) = -

(b) Da quanto sopra, la probabilita che un cliente ordini vino bianco &
P(B) = P(BJA)P(A) + P(BJA®)P(A°) = 0.45.

Percid la probabilita che tutti e quattro ordinino vino bianco & (0.45)*.
(c) (0.3)2(0.9)%.



