ESERCIZI - FASCICOLO 8

Esercizio 1. Siano X ~ U(0,1) e Y ~ U(0, 1) variabili aleatorie indipendenti. De-
terminare la densita congiunta e le densita marginali delle variabili aleatorie Z =
X+2YeW=X-Y.

Soluzione 1. Sia

per cui

Quindi

Si ha quindi, osservando che det(A) = —3,

1 Z—Ww 7242w

Notando che necessariamente Z € [0,3] e W € [—1, 1], per z € [0, 3]

1 [+ Z—w z42w
0=t (557) (52

Ad esempio facendo qualche disegno si vede che

1, 0(w) sez € [0,1]

Z—w 742w [—z/2,7] s
1o <3> 1o < 3 ) =1 1 o6-g(w) sez€[1,2]
1 3,3-2)2(Ww) sez€[2,3]

Ne segue che
sez€[0,1]
_ sez € [1,2]
fa(2) = Eseze[2,3]
0 altrimenti

LA =192

In modo simile, per w € [—1,1],

1 2=\, 22w\ [ 13-0(2) sew € [0,1]
P\ T3 )T T3 1) 2314(2) sew € [-1,0]

per cui

l—wsewe|[0,1]
1 fte — 2 J
fW(W):*/ LI (Z 3W> Lo (Z+ W)dz l1+wsewe [—1,0]
- 0 altrimenti
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Esercizio 2. Siano X ~ Exp(A) e Y ~ Exp(u) variabili aleatorie indipendenti.
Determinare le densita delle variabili aleatorie Z=X+YeW =X —Y.

Soluzione 2. Si procede come nell’esercizio precedente, con

11
A<]_1).
Notare che det(A) = —2 e
X\ _ a2\ _ (5
()= (%) = (e

4w

1 —w
fzw(z,w) = illie% 2 e 2 1 yoo) (2 W)L 4o (2 — W).

Quindi

Si osservi che Z > 0, mentre W € R. Quindi, per z > 0,

1 * =w g =w
fz(z) = EML/, A e 1[0 400) (2+ W) L[ ooy (2 — W)dw.

Notandoche z+w>0ez—w >0seesolose —z<w<zsiha

tw —w

7 e M2

1 A T p-A
dw:il,uef#z/ e T Vaw.

—Z

1 2
f2(2) = EMI et
vz

Poiché

2 aoh,  _wh,
/ L g seAFu
: 2z seA=u

abbiamo: per A #

Ap
u—Aa

(6™ —e M) 1)y 1) (2),

fz(z) =

mentre per A = U
fz(z) = lzze_’lzl[oﬁw) (2).

Analogamente, per w € R,

1

fwlw) = ilu /_ e AT e T 1[07+oo) (z+ W)1[0,+oo) (z—w)dz.

Notando che z+w > 0e z—w > 0 se e solo se z > |w|, abbiamo

e

_)L%”W/+oo _l#zdzz Lg_l%uwe_l#lwl
o 2(A+u)

1
fir(w) = 3 Aue



Esercizio 3. Siano (X,Y) congiuntamente continue con densita:

Ja@+e ) se —1<x<1,0<y<?2
f(XvY) (x,y) = { 0 altrimenti

(a) Calcolare o.

(b) Calcolare la funzione di ripartizione e la densita delle variabili marginali X e Y.
(c) Calcolare E[e™¥].

(d) X e Y sono indipendenti?

Soluzione 3. (a) Si puo calcolare « risolvendo I’'uguaglianza

/ Joxy)(xy) dxdy =1
RrR2

// fxy)(x,y) dxdy = // e +e ) dydx =

_a// (1+&) dydx = / e (y+e’) [2dx =
J—1 '

1 1
:Oc/ 2¢° +e*e? — e ldx = o / e (e 4+ 1)dx =
—1 —1

—Oc|exe +1)’x 11 ale—e (e +1)

Quindi siha o = m

(b) Denotiamo con fy e fy le densita di X e Y e con Fy e Fy le rispettive funzioni di

ripartizione.
~+oo

fx@) = | fuy)ny)dy
Perx ¢ (—1,1) siha fx(x) = 77 fixy)(x,y) dy = [1Z0dy =0
Per x € (—1,1) invece
o0
w@= [ hann dr= [ a4y ay=

e(e +1) e

=ale’ (y+ey)‘ o—a ¢ (2+62_1):(e—e)( +1) e—e !

Dunque
0 x¢(=1,1)
fX(X):{ exil xe(=1,1)

e—e

si procede in maniera analoga per fy,

Pery ¢ (0,2) siha fy (y) = J°7 fix) (x.y) dx = [220dx =0
Pery € (0,2) invece



o0

1
f0) = [ fane)di= [ ae(ire) di=

(1+e)(e—e ) _1+4e
(e—el)(e2+1)  e2+1

—alef(1+e) = =a- (e'—e ) (1+&) =

x=

Dunque
w0 ={e 20

e2+1

Per calcolare le funzioni di ripartizioni possiamo integrare fx e fy.
X
e = [ fus) ds
Per x < —1siha Fy(x) = [ fix)(s) ds= [*,0ds =0

Perx>1sihaFx(x)=P(X <x)=1
Per —1 < x < 1 invece

x X e & —e !
x(x) /ﬂx,fx(s) ST e e TP T e
0 x<-1
Fy(x)=14 €=¢0 —1<x<1
1 x>1
si procede in maniera analoga per Fy ottenendo:
0 y<0
Fr(y)=4 3 0<y<2
1 y>2
(©)
-X —X ! —X e 2
Ble )= [ huwdx= [ e L dn=

(d) X e Y sono indipendenti, basta verificare che f(x y(x,y) = fx (x) - fr (y) per ogni
xey.

Esercizio 4. Siano (X,Y) congiuntamente continue con densita:

){Oc(ex—i—ey) (x,y) €D
0 (x,y)¢D

Dove D= {(x,y) €R*: 0<x<1,-1<y<0}

(a) Calcolare o.

(b) Calcolare la funzione di ripartizione e la densita delle variabili marginali X e Y.
(c) Calcolare P(X +Y < 0).

foxer)(xy



(d) Calcolare E[e?].

Soluzione 4. (a) Si puo calcolare « risolvendo I’'uguaglianza

// Joey)(x,y) dxdy = 1
R2
// Joxer) (Y dydx—// (" +e)dydx =« //e—i—eydydx—

:(X-/ [ye* —e” ]  dx=« /—e +e 4ol dx=
0 0

—a-xle—1)+e) =ale—1+e—e’)=2-a(e—1)

Quindi si ha o = (el 0k

(b) Denotiamo con fy e fy le densita di X e Y e con Fy e Fy le rispettive funzioni di

ripartizione.
~+oo

fx(x) = B f(x,Y)(X,)’) dy
Perx ¢ (0,1) siha fx (x) = [X2 fixy)(x,y) dy= [T50dy=0
Per x € (0,1) invece

~+o0

0
@)= [ fandy= [ ae ey dy=

—(x|ye —e y|)__1 ( e +é* +e)

Dunque
_J0 x¢(0,1)
fx () = {a(e"—ke—l) xe(0,1)
Si procede in maniera analoga per fy
400
=] fixy(xy)dx
Pery¢(_1a0)8ihafY() f+ )()/()Cy)d)(?_f+ O0dx=0
Pery € (—1,0) invece
Foo 1 ,
)= [ funey)dx= [ ale+e) dr=

=l txe? [Cy=a (e +e +e)
Dunque
_Jo y ¢ (=1,0)
fr(y) = {a(ey+e— D ye (=10

Per calcolare le funzioni di ripartizioni possiamo integrare fx e fy.



0= [ fls)ds

Per x < 0siha Fy(x) = [*, f<X)()ds—f 0ds=0
Perx> 1siha Fx(x) =P(X <x) =
Per 0 < x < 1 invece

:/:;fx(s) ds:/oxoc(es—f—e—l) ds =

=ale+sle—1) 2y =a(x(le—1)+e —1)

Dunque
0 x<0
Fx(x)=< a(x(e—1)+e'—1)0<x <1
1 x>1
si procede in maniera analogo per Fy ottenendo:
0 y< -1
Fy)=q ale—1)—eV+2e—1) -1<y<0
1 y>0

(c) Denotiamo con C I’insieme dei punti (x,y) di D tali che x+y < 0. Allora si ha:
P(X+Y <0) = / [ For(xy) dyds

Al variare di x tra 0 e 1 la disuguaglianza x+y < 0 ci da y < —x. Dunque

1 p—x
P(X+Y<0):a~/ &+ e dydx =
JO J—-1

1 _ -1
:oc-/ [yex—efy]y,:ff dx:a~/ —xe* — & e +el dx=
0 = 0

1
=[x+ txe|y=0o(—etete—e)=ale—1)= 3

(d) Si pud calcolare E[e’] risolvendo:

- //Rz ey'f(X,Y)(xv)’) dydx

oppure poiché ¢! dipende solo da Y risolvendo
Ble')= [ & fy() dy

Mlustriamo la risoluzione del primo integrale (il piu difficile).



1,0
E[ey]://Dey-a(ex—i—efy) dydx=a~/0/_1ex+y+1dydx:
1

1 .
:a-/ [e”y—ky]}:()l dx:oc~/ G- 4 ldx=
0 Y= 0

—a e =l et = SH

Esercizio 5. Siano (X,Y) congiuntamente continue con densita Jfxyy:

Senz(X) _‘_M) (.X,y) eD

o g
C () ¢D

0

o) (x,y) = {

Dove D= {(x,y) eR*:0<x< ,y>1}.

(a) Calcolare .

(b) Calcolare le funzioni di ripartizione e le densita delle variabili marginali X e Y.
(c) X e Y sono indipendenti?

(d) Calcolare P(X < 1) e P(X < 1|Y < 2).

Soluzione 5. (a) Per calcolare o bisogna imporre fyy) > 0e I Jxyydxdy =1.

Per (x,y) € D si ha: sen(x) > 0, cos(x) > 0, Y>> 0 e ¥Y* > 0 dunque per soddisfa-
re la prima condizione sara sufficiente imporre ¢ > 0. Calcoliamo ora I’integrale

I fix yydxdy.

3 [tee sen(x 2cos(x
st [ |28 2or

o [0 |

;? = o(—cos (g) +cos(0) + sen (g) —sen(0) =

= ot[—cos(x) + sen(x)]

=a(-0+14+1-0)=2a
Dunque
1
o= -
2

®) fx(x) = [ fix,y)(x,y)dy
Sex ¢ (0,%) allora fx (x) = [0dy = 0
Consideriamo il caso x € (0, ) allora:

. /f(x,y)dy _ /:wa (senz(x) N 2c0§(X)> dy —

y y




= o (sen(x) +cos(x)) =

Dunque

)

_ [ a(sen(x)+cos(x)) x € (0,
)= { |

0 x¢ (0,

ISETSIE

() = [ fixy)(x,y)dx
Sey <1allora fy(y) = [0dx=0
Consideriamo il caso y > 1 allora:

fr(y) = / fxpydx = /07 o (SeZz(x) + 26(;53(x)> dx =

X=T
2

:a [—cos(x) N 2sen(x)]

Dunque

Fx(a)=P(X <a)=["_ fx(x)dx

Se a < 0 allora Fx(a) = [?_0dx=0
Sea> % allora Fx(a) = P(X <a) = 1.
Consideriamo il caso a € (0, 7) allora:

Fx(a) = /_: Sfx(x)dx = /Ouoc(sen(x) +cos(x))dx =

= ot[—cos(x) + sen(x)]gdx = ot(—cos(a) + sen(a) + cos(0) — sen(0)) =
= a(l —cos(a) + sen(a))
Dunque
0 a<0
Fx(a) = { a (1 —cos(a)+sen(a)) a € (0, %)
1 a>7%

Fy(b) =P(Y <b)= [*, fr(v)dy
Se b < 1 allora Fy (b) = [*_0dy =0
Consideriamo il caso b > 1 allora:



b b 1 2 1 2 ’
Fy(b)z/_me()’)dy: 1 “(yz+y3>dy:a{—y+(—2)y2} P

1
(5w mm) o s)

0 b<1
Fy(b) = a(2-f-H)b>1

(c) Le variabili aleatorie X e Y non sono indipendenti perché la funzione fy - fy ¢
diversa da f(x y).
(d) Prima di tutto sen(1) e cos(1) devono essere calcolati in radianti quindi:

sen(1) =0.841 cos(1) =0.54

Poiché 1a v.a. X & assolutamente continua si ha:

P(X <1)=P(X <1)=Fx(1) = a(l — cos(1) +sen(1)) = 0.65

P(X<1|Y<2):P();(<Y1’<Yz)<2)
PY<2)=P(Y<2)=F(2) =« (2—;—30 - % —0.625
P(X<1,Y <2)= /01 /lza (se';z(x) + 2coy§ x>> dydx —

I Tsen(x)  2cos(x)]’=>,
/0 { -y (—2)y2]y_1dx
[V (sen(x) 2cos(x) sen(x) 2cos(x) B
_/o “ ( o Yo o T (—2)12> dx

—a /O 1 (;sen(x) + icos(x)) dx = o {—;cos(x) + 3sen(x)] L

= Jeos(1) + Jsen(1) + Jeos(0) ~ Jsen(0)) =

1
:§(2—2-c0s(1)—|—3-sen(1)):0.43
0.43
PX<1Y<2)=——-=0.
X <1y <2) 0625 0.688

Esercizio 6. Siano (X,Y) congiuntamente continue, con densita
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o(a+1)

fxy(x,y) = (Urxrye

L0 00) (%) Ljg.e0) () 5

dove o € (0,00) & una costante fissata.

(i) Senza fare conti, si spieghi perché le componenti X e Y hanno la stessa densita.

(ii) Si mostri che la funzione di ripartizione di X (e di Y) ¢ data da

1
Fx(l‘) = (1 — (1_’_1‘)0‘)]1[0700)([).

Soluzione 6. (i) La funzione fyy(x,y) & simmetrica in x,y, quindi le densita
marginali di X e Y, ottenute integrando la funzione fy y rispetto a ciascuna
variabile, coincidono. Si ha inoltre

- r=e o

(ii) Con una semplice integrazione, a partire dalla densita fy(x) gia ricavata, si
ottiene la formula per Fy (x).



