ESERCIZI - FASCICOLO 11

Esercizio 1. Un lanciatore di giavellotto esegue n € N lanci. Detta X; la distanza ot-
tenuta nell’i-esimo lancio, supponiamo che Xj, ..., X, siano variabili aleatorie indi-
pendenti con X,, ~ Exp(A), dove A € (0,e0). Indichiamo con M, la massima distanza
a cui ¢ stato lanciato il giavellotto. Si determini la densita di M,,.

Soluzione 1. Dato che fy, (t) = Ae ™ 1(0,00) (), si ottiene

Fx,(x) =P(X; <x) = ./;xwfxl (t)dt = (1 —ef’lx)]l(o’w) (x). 0.1
Allora
Far, () = [Fy, ()" = (1= ¢74) "1 0.0) (%),

da cui .
S, (¥) = By, (1) = n(1=e4)" Ae Mg ().

Esercizio 2. Siano X,X,...,X, variabili aleatorieindipendenti con distribuzione
U(0,1), e definiamo

L, := min{X,,X2,..., X}, Z, :=nL,.

Si mostri che la funzione di ripartizione Fz, (1) converge per n — oo verso un limite
F(t), che & la funzione di ripartizione di una variabile aleatoria Exp(1).

Soluzione 2. Per x € [0,1] si ha P(L, > x) =P(X; > x)" = (1 —x)", quindi
F, () =1—=(1-x)",

mentre chiaramente Fy, (x) =0sex <0e F, (x) =1sex > 1.
Per ogni 7 > 0 fissato, si ha che ¢ /n € [0, 1] per n grande e dunque

Fp(t) =P(Zy <) =P(Ly <L) =1—(1—Ly — 5 1—¢.

n—oo

Pert < 0 siha Fz, (t) = 0 per ogni n € N e dunque lim,_,o. Fz, () = 0. In definitiva,

0 set <0

n—eo l—e?' set>0"

F(t) := lim Fz,(t) = {

che ¢ proprio la funzione di ripartizione della distribuzione Exp(1).

Esercizio 3. Siano (X,),cy variabili aleatorie indipendenti. U(—%, 1).
(i) Si mostri che le variabili aleatorie (¥, := X,, + %)neN sono U (0, 1).
(i1) Si mostri che per ogni r > 0
lim P (min{X;,....X,} <—3+Z)=1-¢".

n—oo
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Soluzione 3. (i) Le variabili aleatorie (¥;),cn sono indipendenti perché sono ot-
tenute a partire da variabili aleatorie indipendenti applicando la stessa funzione
X x4+ % La verifica che siano U(0, 1) & facile: chiaramente ¥;, assume valori
in (0, 1), visto che X,, assume valori in (—%, %), epery € (0,1) siha

Fr,(y) =PV <y) =P(X, <y—4) = Fx,(y—3) = (= 3) —(=3) = ».
(ii) Basta notare che
{min{X;,.... X} <—3+2} = {min{n,... Y} <} ={n>L . Y>>},
da cui segue che
P(min{X;,... X, } <—3+L)=1-(1-2)" = 1—e"  per n— oo,

Esercizio 4. Siano X;,X>,...,X, variabili aleatorie Geometriche indipendenti di
parametro p. Determinare la densita® discreta di Y := min(X;,Xa,...,X,) e di
Z :=max(X1,X2,...,Xp).

Soluzione 4. Sappiamo che,
Fy, (k) =1~ (1—p)*t!.

Dunque
n

Fo(k) = [1= (1= p)*"]

Infine

n

pa(k) = Fok) — Fp(k—1) = [1= (1= p)*1 | = [1= (1= p)] ",

Analogamente,

Fy(k) =1 [(1=py " = 1= = py

che coincide con la funzione di ripartizione di una variabile casuale Geometrica di
parametro 1 — (1 — p)". Poiche la funzione di ripartizione individua completamente
la distribuzione, possiamo concludere che

W~ Ge(1—(1—p)").

Esercizio 5. Siano X una variabile aleatoria di Poisson di parametro A, e ¥ una
variabile aleatoria di Poisson di parametro u, tra loro indipendenti. Si ponga Z =
X-Y.

(a) Calcolare la funzione generatrice dei momenti di Z.
(b) Calcolare E(Z?).

Soluzione 5. (a)
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mz(t) = E (e'<”>) = E(e™)E(e™™) = my (t)my (—t) = e*€—Dehle=1),
(b) Con paziente calcolo
E(Z)=m7(0) = (A —w)[(A —p)*+3(A+ ) +1].

Esercizio 6. Sia X una variabile aleatorie continua, con densita

fx) = %e*""-

Calcolare la funzione generatrice dei momenti, la media e la varianza di X.

Soluzione 6. Per —1 <t < 1:

_ tX 71 e tx ,—|x|
m(t) =E(e )72 e*e Mdx

= 1/+m e dx+ 1 /_ e*etdx
2 Jo 2 /)
1 1

B 1) 11
T2 \t+1 t—1) 7 21—¢%

E(X)=m'(0)=0, Var(X)=E(X?) =m"(0)=2.

Ne segue:

Esercizio 7. Siano X e Y variabili aleatorie congiuntamente continue, con densita
congiunta

T+ceysel<x<l, I<y<5
= 5 ’
f(x,y) {0 altrimenti.

(a) Si determini il valore di c.
(b) Si calcoli E(X|Y) e E(X?]Y).

Soluzione 7. Anzitutto

1 -5 X )
1=/f(x7y)dxdy=/ dx/ dy {g+cy] =§+Zc
0 1

1
dacuic= 30- Inoltre

()= /f(x,y)dx= (2y0+110> 11,5 (),

da cui

4
Farlab) = L2 = B 1 100

Inoltre, per y € (1,5)



D dx+y 543
X X dx:/x dx= 32
/‘&V(W) 0 24y 2+y

I ydxty 143
/xzfx‘y(x\y)dx:/o X dx = 3

24y 2+y
Percio .y y
5+7% 1+%

EX|Y)=2"2 EXy)=_—2.

2+Y 24Y

Esercizio 8. Siano X e Y due variabili aleatorie indipendenti, tali che, per k =
1,2,...,n, P(X =k) = P(Y =k) = . Posto Z = £FX calcolare E(Z|X) e E(X|Z).

Soluzione 8. Anzitutto

dove abbiamo usato alcune note proprieta del valor medio condizionato. Resta da
calcolare

sicché E(Z|X) =% + 2L,
Calcoliamo ora E(X|Z = 7). Si noti anzitutto che P(Z =z) > 0 se e solo se 2 <
27 < 2n, e 2z intero. Per ogni tale ze perx = 1,2,...,n,

Pxz(x,2) =PX=x,X4Y=27)=PX=x,Y =27—x) =P(X =x)P(Y =2z—x)
_ nLZ sel <2z—x<x
"1 0 altrimenti
1<x<2z—1e2<2z<n

n% se ¢ oppure

2z2—n<x<nen<22z<2n
0 altrimenti

Percio 221
.
_ %5 se2<2z<n
pz(2) ;PX,Z(X»Z) { 22t sen <2z < 2n
e
(x|)7 ﬁ sel <x<2z—1e2<2z<n
PX|Z l)= Mwsezz—ngxgnen<22§2n
Quindi: se 2 <2z<n
1 %=t 1 (2z—1)2z
EX|Z=z72)=— = 5
Mz=d=g g L*=57 2 ¢
x=1

esen<2z<2n



1 n
EX|Z=2)=~——
(X|z=2) 2n—2z+1x=221’_nx

1

n 2z—n—1
T 2n—2:+1 ;x_ ; g
B 1 nn+1  (2n—2z+1)(2n—22)
S 2n-2z41 2 2

=z

e quindi E(X|Z) = Z.

Esercizio 9. Siano X e Y variabili aleatorie congiuntamente continue, con densita
congiunta

1 '
Txy(xy) = Z@_lx_y‘e_‘yl-

a. Calcolare la densita condizionata fx|y e il valor medio condizionato E(X|Y).
b. Calcolare E(X) senza calcolare la densita fx.

Soluzione 9. a.

fr(y)= /fx,y(x,y)dx = ie“y‘ /g_|x_>'\dx - %e—\y\.

Pertanto |
Txy (xly) = 5/6_‘x_y‘~

Per simmetria E(X|Y) =Y.
b.
E(X) =E[EX|Y)]=E(Y) =0,
com’e ovvio dal fatto che la densita di Y ¢ pari.

Esercizio 10. Siano X e Y due variabili continue la cui densita congiunta &

—2 _se0<y<ux

fxy(x,y) = { (I+x)

0 altrimenti.

(a) Determinare la densita marginale fx della variabile aleatoria X.
(b) Calcolare E ().

(c) Calcolare il valor medio condizionato E(Y|X)

(d) Posto Z = /X, si determini la densit della variabile aleatoria Z.

Soluzione 10. (a)

altrimenti.

oo 2x 0
fx(x)= fxy(x,y)dy = {(()1+x)3 se x >



(b)

() = [ o= [ e gl

(c) Notare che

fY\X(y‘x) =

Sry(oy) [ise0<y<ux
fx(x) |0 altrimenti.

Essendo allora N
_vhx k) = / ydy =7

abbiamo che E(Y|X) = %
(d) Perz>0
Fz(z) =P(Z<z)=P(X <2*) = Fx(&).

Derivando:

473
fZ(Z) :2ZF)/((Z2) = ! 0+2)3 sez>0
0 altrimenti.

Esercizio 11. (a) Sia X una variabile aleatoria continua con densita

2x sex € [0,1]
0 altrimenti.

0=

Calcolare il valor medio e la varianza di X.

(b) Siano Xi,X>,...,X, variabili aleatorie indipendenti con la stessa distribuzione
della X al punto (a). Si ponga

Y, = min(X1 X2y Xn)-
Si determini la funzione di ripartizione (anche detta funzione di distribuzione)

di Yy,.

(c) Posto W, = \/nY,, mostrare che, per n — +o0, W, converge in distribuzione ad
una variabile aleatoria W, di cui va determinata la densita.

1 2
X):/ 2x%dx = =.
0 3

1 1
E(Xz):/ 2x3dx:§
0

Soluzione 11. (a)

Var(X) =E(X*) - [EX)) =

(b) Siha



0 sex <0
Fx(x)=P(X <x)=41 sex > 1
Jy2tdt =x*se0<x<1
Percio
0 sex <0
Fy,(x)=1—-(1-Fx(x)"=4( 1 sex>1

I—(1-x*)"se0<x<1

(c) Si tratta di determinare il limite della funzione di ripartizione Fy, di W,.
Abbiamo, per x > 0,

lim Fy,(x) = lim P(W, <x)= ET P(Y, <x/+/n)

n——+oo n—y—oo

\" >
= lim l—(l—) =1—e" =Fy(x),
n

n—r—-o0

dove W ¢ la variabile continua con densita

0 sex <0

X

i) =Fy) = {

2xe” 2 perx > 0.

Esercizio 12. Da un’urna che contiene N palline numerate da 1 a N si eseguono due
estrazioni con reimmissione.

(a) Qual ¢ la probabilita che si estragga entrambe le volte la pallina con il numero
1?
(b) Qual ¢ la probabilita che nelle due estrazioni si estragga la stessa pallina?

(c) Sia X il piu piccolo dei due numeri estratti, e Y il pit grande. Si determini la
densita congiuntadi X e Y.

(d) Si determini la densita condizionata px|y.

Soluzione 12. (a) ﬁ
(b) Detto A I’evento in questione,

=

1 1

P(A) = ) P(estraggo due volte la pallinai) = } — = —.
‘N2 N

1 i

=

L

(©)Sel<i<j<N,

2
P(X =1i,Y = j) = P(estraggo la coppia ordinata (i, j))+ P(estraggo la coppia ordinata (j,i)) = ek
Sel<i<N

1
P(X =i,Y = i) = P(estraggo la coppia ordinata (i, ) =



In tutti gli altri casi P(X =i,Y = j) =0.
(d) '
J , ) 2j—1
])—;PX,Y(ZJ ;AT Nf N2

Pertanto

2
271 ;sel<i<

pxy(ilj) = 2},1 sei=j
0 altrimenti

Esercizio 13. Siano X e Y due variabili aleatorie congiuntamente continue, la cui
densita congiunta ¢ data dalla formula

—x(y+1)
INE sex>0ey>0
floy) = {0 altrimenti.

(a) Calcolare le densita marginalidi X e Y.
(b) Calcolare i valori attesi condizionati E(Y|X) e E(e~ Y |X).

(c) Calcolare il valore atteso condizionato E(X|Y).

Soluzione 13. (a) Perx >0

oo +oo
fx(x)= / xe X0t gy = xe_x/ e Vdy=e",
0 0

mentre fx(x) =0sex <0.Pery>0

1
(1+y)?

)= e e i [ e
Yy—o xe x—y+10 x(y e x =

e fr(y) = 0 se y <0, dove abbiamo usato il fatto che [ x(y+1)e*0*+Ddx &
la media di una esponenziale di parametro 1+ y.

(b) Poiché, per x,y > 0,

fy)
fY|X(y|x) fX(x) = xe )
abbiamo
too ' 1 1
E(Y|X:x):/ xye Vdy=— = E(Y|X)= -
0 X X
oo X
E(e X = :/ Ve Vdy = E(eVX)=—
(T=n)= [ xevedy= = = BN = 1o
()
zxe—x(y-H)

Ty (xly) = (1+)

)



da cui

~+oo ~+oo ) 2
E(X|Y:y):(1+y)2/ x2e 0D gy = (1+y)/ (y+1)e 0 gy = =
0 0 (y+1)

dove abbiamo usato il fatto che 0+°° x2(y+1)e *0+Ddx & il momento secondo

di una esponenziale di parametro (1+y). Dunque

2

E(X]Y)= T

Esercizio 14. Siano X, X>, ..., X, variabili aleatorie indipendenti, continue con den-

sita y
_Jx/2per0<x<2
fo) = {0 altrimenti.
(a) Calcolare la funzione di ripartizione F, .

(b) Calcolare la funzione di ripartizione Fy, di
Yn = min(Xl,Xz, “e ,Xn).

(c) Siponga Z, := +/nY,. Si mostri che per ogni x € R, la funzione di ripartizione
Fz,(x) converge ad un limite F(x). (Sugg.: si ricordi il limite fondamentale
lim, (1+4)" =%, pera € R)

(d) Mostrare che F(x) ¢ la funzione di ripartizione di una variabile aleatoria
continua, e se ne calcoli la densita.

Soluzione 14. (a)
Ydy=% se0<x<2

o 7
Fx,(x)=4¢0 sex<0
1 sex > 2.
(b)
Fy,(y) = 1— (1 - Fy,(x))".
(c) Perz >0,
FZn(Z) :P(Zn SZ) :P(Yn SZ/\/’Z) =1- (1 _FXn(Z/\/ﬁ))n'
Percio
F(z)= Tim Fy,(z)= tim [1—(1—F,(z/v)"] = lim_ [1 —(1 —zz/4n))”] —1_e P/,

(d) F ¢ derivabile con derivata continua, quindi ¢ la funzione di ripartizione di una
variabile aleatoria continua, con densita

2,-2/4 >0
_ F/ _ se s€z7 =~
f@2) (2) { 0 altrimenti.
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Esercizio 15. Un concorso ha lo scopo di assegnare 1’idoneita ad una data mansio-
ne. Prima del concorso & possibile, ma non obbligatorio, frequentare un corso di
preparazione. Assumiamo che ogni candidato, indipendentemente dagli altri, abbia
probabilita 0.25 di risultare idoneo se ha frequentato il corso di preparazione, e 0.15
se non I’ha frequentato. Al concorso si presentano 10 candidati, di cui 5 hanno fre-
quentato il corso di preparazione. Sia X il numero di idonei fra coloro che hanno
frequentato il corso di preparazione, e Y il numero di idonei fra gli altri. Sia infine
Z il numero totale di idonei.

(a) Determinare le densita discrete di X e Y.
(b) Calcolare Var(Z).

(c) Calcolare la probabilita P(Z = 3).

(d) Calcolare E(X|Z = 3).

Soluzione 15. (a) X ~ B(5,0.25),Y ~ B(5,0.15).
(b) X e Y sono indipendenti, Z = X + Y, per cui

Var(Z) = Var(X) +Var(Y) =5-0.25-0.75+5-0.15-0.85 = 1.575.
©

=3)=P(X =3)P(Y =0)+P(X =2)P(Y =1)+P(X = 1)P(Y =2)+P(X =0)P(Y =3)

< ) 0.25)%(0.75 2( ) (0.85)° + <3) (0.25)%(0.75)° (g) (0.15)(0.85)*

()(025 )(0.75) (3) (0.15)%(0.85)° G)(0.75)5<(5))(0.15)3(0.85)2~0.203

(d) Osserviamo che

PX=kY=3-k P(X=kP(Y =3k

PX=RZ=3) =35 ~ P(Z=3)
Per cui
E(X|Z=3) Zk )P(Y:%k)

3
= ﬁ Ki) (0.25)(0.75)* ((5)> (0.15)%(0.85)* +2<§> (0.25)%(0.75)° (g) (0.15)(0.85)*
> (0.25)%(0.75)2 <(5)> (0.85)5} ~1.134



