ANALISI DELLE SERIE TEMPORALI - SERIE STORICHE ECONOMICHE

Padova, 9 settembre 2015
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Domanda 1 Sia Y; = A+ X;, dove A & una variabile casuale con E[A] = ua, Var(A) = 0124 indipen-
dente dal processo stocastico stazionario X;, per il quale si ha E[X;] = ux e Cov(Xy, Xi— ) = k.
Si calcolino funzione media e autocovarianza del processo Y; e si dica se & stazionario.

Soluzione:
o E[Yi] = E[A+ Xi] = E[A] + E[Xy] = pa + px per ogni ¢.

o Var(Vy) = Var(A+X;) = Var(A) + Var(X;) +2Cov(A, X;) = 0% +0% per ogni ¢, in quanto
A e X; sono indipendenti.

o Cov(Y,Y;_i) = Cov(A+X:, A+ X, 1) = Cov(A, A)+Cov(A, Xi—i)+Cov(Xs, A)+Cov( Xy, Xy—i) =
(sempre per I'indipendenza fra A e X;) = Var(A)+Cov(Xt, X;_k) = 04+, che non dipende
da t ma solo dal ritardo k.

Pertanto, il processo Y; ¢ stazionario.



Domanda 2 Si considerino i due processi MA(2): X; = —get 1— %et oteeY; =€ 1—66_o+e,
con € ~ WN(0,0?).

1. Si dimostri che X; e Y; hanno la stessa funzione di autocorrelazione.

2. Si dica se sono invertibili.

Soluzione:

1. Per quanto riguarda il processo X; abbiamo:
19 5

1 1
X
= Var(X;) = —02 + — =
% ar(Xy) = 360 +360 + 02 180

1 1 1 1
7 = Cov(Xy,Xe—1)=FE |:<_66t—1 ~ g2 + 6t> (-66t—2 g3 + 6t—1>]
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75( = Cov(Xy, Xy 2)=F [<—66t—1 - 66&—2 + 6t> <—6ﬁt—3 - 66t_4 + ft—2>]

1 1
= F |:—6€% 2} = —602

E, ovviamente, 7;? = 0 per k > 2. Pertanto, la funzione di autocorrelazione di X; e:

1 k=0
5
3 _
-3 k=2
0 k> 2

Per quanto riguarda, invece, il processo Y; abbiamo:

W =Var(V;) = 0® + 360% 4+ 0% = 3802

’Y%/ = Cov(Yy,Yi1)=FE [(Gt 1 — 6e—o +€) (ep—2 — Ber—3 + €—1)]
= F [et 1 6€t 2]

vy = Cov(Y,Yi o) = E[(e;_1 — 6€t_9 + €) (€43 — 6et_4 + €1_2)]
= E[-66_,] = —60?



E, ovviamente, 7,2/ = 0 per k£ > 2. Pertanto, la funzione di autocorrelazione di X; e:

1 k=20
5
-5 k=1
Y _ 38
Pk = 3
0 k>2

Quindi i due processi possiedono la stessa funzione di autocorrelazione.

2. Per verificare se sono invertibili devo calcolare le radici delle equazioni caratteristiche associate
al processi e verificare se sono in modulo maggiori di 1.

e Per quanto riguarda il processo X; si deve verificare se le due radici dell’equazione

caratteristica . .
1--B--B*=0
6 6
sono in modulo maggiori di 1. Essendo A = % le due radici sono By = 2 e By = —3,

entrambe in modulo maggiori di uno e quindi il processo X; & invertibile.

e Analogamente, per quanto riguarda il processo Y; si deve verificare se le due radici
dell’equazione caratteristica
1+ B-6B>=0

sono in modulo maggiori di 1. In questo caso abbiamo A = 25, quindi le due soluzioni
sono B; = 1/2 e By = —1/3, che sono esattamente il reciproco di quelle del processo X;.
Essendo, entrambe, in modulo inferiori ad uno, il processo Y; NON ¢ invertibile.

Quindi, solo il processo X; ¢ invertibile.



Domanda 3 Per ognuno dei seguenti processi:

(a)
(b)
()

Y;f = Yt—l - 025§/t_2 + € — 0.1675_1
Yi=2Yi 1 —Yio+e

Y;f = 0.81/;5_1 — 0.15}/;5_2 + € — 0-361&—1 — O-lft—2

si chiede di:

1.

2.

riscriverlo utilizzando 1'operatore ritardo B;

dire che tipo di modello ARIMA(p, d, q) lo descrive.

Soluzione:

(L.a)
(1.b)

(1.c)

(2.a)

(1-B+0.25B%)Y; = (1 -0.1B)¢
(1-2B + B%)Y; = ¢ quindi (1 — B)?Y; = ¢
(1-0.8B +0.15B?)Y; = (1 — 0.3B — 0.1B%)¢,

Il processo sembra un ARIMA (2,0, 1), tuttavia per esserne certo (per verificare che non ci
siano radici unitarie e/o che non si possa procedere ad una semplificazione) trovo le radici
dell’equazione caratteristica

1— B+0.25B* = 0.

Essendo 1—B+0.25B2 = (1-0.5B)? ci sono due radici reali coincidenti e pari a By 2 = 2 quindi
in modulo maggiori di uno. Resta dunque confermato che il processo ¢ un ARIMA(2,0,1).

I1 processo possiede due radici unitarie, quindi ¢ un ARIMA(0, 2,0).

11 processo sembra un ARIMA(2, 0, 2), tuttavia per esserne certo trovo le radici delle equazioni
caratteristiche delle parti AR e MA. Per la parte AR abbiamo:

1-08B+0.15B2=0

che avendo A = 0.04 porta alle due soluzioni By = 2 e By = 10/3. Per la parte MA abbiamo,
invece:
1-03B-0.1B>=0

che porta a A = 0.49 e quindi a By = 2 e By = —5. Si nota che abbiamo una radice in
comune, e che quindi si puo scrivere:

1—-0.8B+0.15B% = (1 - 0.5B)(1 — 0.3B)

1-03B—-0.1B*=(1-0.5B)(1+0.2B),

il che porta a semplificare il processo che risulta dunque essere un ARMA(1,1) (stazionario
e invertibile).



Domanda 4 Si considerino le due serie V; e Z;

2 2
Vi= > Yy = MY Zy =Y iV = MpY;

i=—2 i=—2
dove {Y;, t =1,2,---} & una sequenza di variabili casuali indipendenti e identicamente distribuite

di media nulla e varianza o2 ed M; e My sono medie mobili con coefficienti pari a

21 84 160
Va=d2=—gg i=la=55 ¢ o= o
3 12 17

¢2=ﬂ)72:—£, Lﬁl:@fblzﬁ e ¢0:£-
1. Per quale delle due serie V; e Z; I'autocorrelazione del primo ordine p; € piu elevata?
2. Quale delle due medie mobili dovrebbe indurre una dinamica meno irregolare nelle serie

risultanti?

Soluzione: Esercizio 3.8 (punti 1 e 3) dell’eserciziario.

1. Per calcolare p; € necessario derivare la media e la varianza delle serie V; e Z;. Per la serie

Vi si ha
2 2
E\V;) = E (Z f}mﬂ) =Y 9E(Yi) =0

i=—2 i=—2

2 2 2
Var(Vi) = |E (Z 791-1@“) =02 ) 97 =0,49630°.

1=—2 1=—2

Analogamente,

2 2
E(Zy) = FE (Z 1/1iY2+i> = Z YiE(Yi) =0

i=—2 i=—2
2 2 2
Var(Z) = |E (Z ¢iyt+i> =0 ) 7 =0,48570".
i=— i=—2
Calcoliamo ora p; per V;. Essa e pari a
v _ E(ViViey)
A1 Var(Vy)

dove
= FE[(0_2Yi—o+9_1Yi—1 4+ 9Y; + 91Yi41 + ¥2Yi42) X

E(ViVi—1)
(VoY 3+ 9 _1Yi o +0oYi—1 + 0 Y: + 92Yi11)).



Poiché E(Y;Y;4+s) = 0 per s # 0, il calcolo precedente si semplifica in

E(ViVic1) = [0-201E(Y25) + 019 E(Y2 ) + 9o E(Y?) +
192 E(Y71)].

Sostituendo il valore dei coefficienti all’espressione precedente si ottiene

1
E(V,Vi_1) = o>——[—21-84+84-160 + 160 - 84
(ViVie1) 3862 + +
—84 - 21] = 0, 28550>
Quindi,
0, 285502
pV = 2209 ) 5753,

~0,496302

Seguendo lo stesso procedimento per la serie Z; si ottiene

7z 0,274302

= ——— =0,5648.
PL=0,485702
Pertanto, la serie storica che presenta autocorrelazione del primo ordine piu elevata e V;.

. La media mobile My dovrebbe comportare una dinamica meno irregolare di M; in quanto il
suo rapporto di riduzione della varianza ¢ minore (0,4857 contro 0,4963).



Domanda 5 Si definiscano
1. il trend deterministico
2. il trend stocastico

e si fornisca un esempio di processo trend-stazionario ed uno di processo differenza-stazionario.



Domanda 6 Discutere brevemente la stima della componente stagionale mediante variabili dummy.



