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Corso di Laurea

1 [2+3] 2 [3+4] 3 [4] 4 [6] 5 [4] 6 [4] Totale

Domanda 1 Sia Yt = φYt−1 + εt con εt ∼WN(0, σ2), un processo AR(1) stazionario e si consideri
il processo Wt = Yt + cφt dove c 6= 0 è una costante.

1. Si dica, giustificando la risposta, se Wt è stazionario.

2. Si mostri che Wt può essere scritto in forma di processo AR(1).

Soluzione:

1. E[Yt] = 0, quindi E[Wt] = E[Yt + cφt] = E[Yt] + cφt = cφt. Poiché il valore atteso di Wt

dipende dal tempo, t, il processo non è stazionario.

2. Wt = Yt + cφt = φYt−1 + εt + cφt = φ(Yt−1 + cφt−1) + εt = φWt−1 + εt che ha la forma di un
processo AR(1) pur non essendo stazionario.
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Domanda 2 Dati i seguenti processi, Yt, per ognuno di essi si consideri il processo Wt = Yt−Yt−1.
Si dica che tipo di processo ARIMA(p,d,q) descrive Wt, quindi se ne calcoli media e varianza.

1. Yt = 3 + Yt−1 + εt − 0.75εt−1

2. Yt = 10 + 1.25Yt−1 − 0.25Yt−2 + εt − 0.1εt−1

dove εt ∼WN(0, 1).

Soluzione:

1. Yt è un processo ARIMA(0,1,1) ed è pertanto non stazionario. Si ha:

Wt = 3 + Yt−1 + εt − 0.75εt−1 − Yt−1 = 3 + εt − 0.75εt−1

che è un processo ARIMA(0,0,1) stazionario ed invertibile. Per questo processo abbiamo:

E[Wt] = E[3 + εt − 0.75εt−1] = 3

V ar(Wt) = V ar(3 + εt − 0.75εt−1) = V ar(εt) + 0.752V ar(εt−1) = 25/16 = 1.5625

2. Yt è un processo ARIMA(1,1,1) (le soluzioni dell’equazione caratteristica associata al polino-
mio AR sono 4 e 1) quindi non stazionario. Si ha:

Wt = 10 + 1.25Yt−1 − 0.25Yt−2 + εt − 0.1εt−1 − Yt−1 =

= 10 + 0.25Yt−1 − 0.25Yt−2 + εt − 0.1εt−1 =

= 10 + 0.25(Yt−1 − Yt−2) + εt − 0.1εt−1 =

= 10 + 0.25Wt−1 + εt − 0.1εt−1

che è un processo ARIMA(1,0,1) stazionario e invertibile. Per questo processo abbiamo:

E[Wt] = E[10 + 0.25Wt−1 + εt − 0.1εt−1] = 10 + 0.25E[Wt−1]

per cui, essendo il processo stazionario e quindi essendo E[Wt] = E[Wt−1], si ha E[Wt] =
10/(1− 0.25) = 40/3 = 13.3333. Per quanto riguarda la varianza, si ha:

V ar(Wt) = V ar(10 + 0.25Wt−1 + εt − 0.1εt−1) =

= 0.252V ar(Wt−1) + V ar(εt) + 0.12V ar(εt−1)− 2 · 0.25 · 0.1Cov(Wt−1, εt−1)

Ora, tenendo conto che V ar(Wt) = V ar(Wt−1) e che Cov(Wt−1, εt−1) = V ar(εt) = 1 si
ottiene:

V ar(Wt) =
1 + 0.12 − 2 · 0.25 · 0.1

1− 0.252
= 1.024
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Domanda 3 Si supponga che la serie x = (6, 5, 4, 6, 4) sia una realizzazione di un processo sta-
zionario. Si stimino, in modo opportuno, media, µ, varianza, γ0 e autocorrelazione di ordine 1,
ρ1.

Soluzione Per quanto riguarda la media, uno stimatore corretto e consistente è fornito dalla
media campionaria, per cui:

µ̂ = x̄ =
6 + 5 + 4 + 6 + 4

5
= 5

Per quanto riguarda la varianza, questa può essere stimata come:

γ̂0 =

∑n
i=1(xi − x̄)2

n
=

∑5
i=1(xi − x̄)2

5
=

(6− 5)2 + . . .+ (4− 5)2

5
=

4

5

Infine, una stima distorta, ma consistente di ρ1 è:

ρ̂1 =
γ̂1
γ̂0

=

∑4
t=1(xt − x̄)(xt−1 − x̄)∑5

t=1(xt − x̄)2
=

(6− 5)(5− 5) + (5− 5)(4− 5) + . . .+ (6− 5)(4− 5)

(6− 52) + . . .+ (4− 5)2
=
−2

4
= −0.5
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Domanda 4 Per una serie storica di 60 osservazioni è stato stimato un modello ARIMA(1,1,2).
Esplicitare il previsore a k passi, per k = 1, 2, 3.

Soluzione: Esercizio 7.1 dell’eserciziario.

Un modello ARIMA(1,1,2) si esplicita nella seguente forma compatta:

(1− φ1B)(1−B)Yt = (1− θ1B − θ2B2)εt.

Moltiplicando i due polinomi AR otteniamo un polinomio AR generalizzato con radici stazionarie
e non stazionarie

(1− φ1B)(1−B) = 1− φ1B −B + φ1B
2

= 1− (1 + φ1)B + φ1B
2.

Pertanto, il modello per Yt può essere riscritto nella forma esplicita

Yt = (1 + φ1)Yt−1 − φ1Yt−2 + εt − θ1εt−1 − θ2εt−2.

Il previsore per il periodo n+ k al tempo n è dunque pari a:

Ŷn+k|n = (1 + φ1)En[Yn+k−1]− φ1En[Yn+k−2]

+En[εn+k]− θ1En[εn+k−1]− θ2En[εn+k−2].

Pertanto, con n = 60 e k = 1, 2, 3, abbiamo

ŷ61|60 = (1 + φ1)y60 − φ1y59 − θ1e60 − θ2e59
ŷ62|60 = (1 + φ1)ŷ61|60 − φ1y60 − θ2e60
ŷ63|60 = (1 + φ1)ŷ62|60 − φ1ŷ61|60,

dove e59 e e60 sono i disturbi stimati dal modello nei due periodi.
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Domanda 5 Discutere il problema della scelta del grado del polinomio per la stima del trend di
una serie storica.
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Domanda 6 Discutere brevemente l’effetto di Slutsky-Yule.
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