
SERIE STORICHE

Padova, 9 luglio 2019

Nome Cognome N. matricola

Corso di Laurea

1 [1+2+3+2] 2 [4+1] 3 [2+2+2] 4 [1+1+1] 5 [4] 6 [4] Totale

Domanda 1 Sia εt ∼WN(0, σ2) e si definisca il processo Yt come segue:

Yt =

{
0, 5εt + εt−1 per t pari

3 + 0, 5εt + εt−1 per t dispari
(1)

1. Si calcolino valore atteso, varianza e funzione di autocovarianza per il processo Yt.

2. Si dica, giustificando la risposta, se Yt è stazionario.

Soluzione:

1. Si ha:

E[Yt] =

{
E[0, 5εt + εt−1] = 0 per t pari

E[3 + εt + εt−1] = 3 per t dispari

V ar[Yt] =

{
V ar[0, 5εt + εt] = 0, 52V ar(εt) + V ar(εt−1) = 1, 25σ2 per t pari

V ar[3 + εt + εt] = 0, 52V ar(εt) + V ar(εt−1) = 1, 25σ2 per t dispari

Inoltre, se t è pari, allora t± 1 è dispari, per cui:

Cov(Yt, Yt−1) = E[Yt(Yt−1 − 3)] = E[(0, 5εt + εt−1)(0, 5εt−1 + εt−2)] = 0, 5σ2

e, analogamente:

Cov(Yt, Yt+1) = E[Yt(Yt+1 − 3)] = E[(0, 5εt + εt−1)(0, 5εt+1 + εt)] = 0, 5σ2.

Se t è dispari, allora t± 1 è pari, per cui:

Cov(Yt, Yt−1) = E[(Yt − 3)Yt−1] = E[(0, 5εt + εt−1)(0, 5εt−1 + εt−2)] = 0, 5σ2

e, analogamente:
Cov(Yt, Yt+1) = 0, 5σ2.

Che t sia pari o dispari si ha che Cov(Yt, Yt±k) = 0 per k ≥ 2.

2. Poiché il valore atteso di Yt varia al variare di t il processo non è stazionario.
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Domanda 2 Si supponga che Yt = 2 + 0, 6 · t + St + Xt, dove St è la componente stagionale
deterministica e periodica con periodo pari a s, mentre Xt è un processo SARIMA(p, 0, q)(P, 1, Q)s.
Si determini quale modello segue il processo Wt = (1 −Bs)Yt.

Soluzione:

Wt = Yt − Yt−s

= (2 + 0, 6 · t+ St +Xt) − (2 + 0, 6 · (t− s) + St−s +Xt−s)

= 0, 6 · s+ St − St−s +Xt −Xt−s

e tenendo conto che St = St−s

= 0, 6 · s+ (1 −Bs)Xt

pertanto Wt è un SARIMA(p, 0, q)(P, 0, D)s con costante pari a 0, 6 · s.
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Domanda 3 Dato un modello SARIMA(1,0,0)×(0,1,1)4, calcolare la previsione con orizzonte
temporale k = 5 sapendo che:

• il parametro AR φ1 è pari a -0,8;

• l’ultimo valore osservato della serie storica è yn = 3;

• ŷn+1|n = −2 e ŷn+4|n = 1.

Soluzione: Esercizio 7.5 dell’eserciziario.

Il processo indicato si esprime nella forma:

(1 − φ1B)(1 −B4)Yt = (1 − Θ1B
4)εt.

Poiché
(1 − φ1B)(1 −B4) = 1 − φ1B −B4 + φ1B

5,

il processo può essere riscritto nel modo seguente:

Yt = φ1Yt−1 + Yt−4 − φ1Yt−5 + εt − Θ1εt−4.

Il previsore di Yn+5 è dunque pari a:

Ŷn+5|n = En[Yn+5]

= φ1En[Yn+4] + En[Yn+1] − φ1En[Yn] +

+En[εn+5] − Θ1En[εn+1].

Il calcolo dei valori attesi condizionati avviene secondo le seguenti espressioni:

En[Yn+j ] =

{
yn+j j ≤ 0
ŷn+j|n j > 0

En[εn+j ] =

{
en+j j ≤ 0
0 j > 0

.

Pertanto, la previsione ŷn+5|n è pari a

ŷn+5|n = φ1ŷn+4|n + ŷn+1|n − φ1yn.

Sostituendo i valori noti nella precedente espressione otteniamo il risultato richiesto:

ŷn+5|n = −0, 8 − 2 − (−0, 8) · 3

= −0, 8 − 2 + 2, 4 = −0, 4.
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Domanda 4 Si consideri la seguente serie storica:

yt = (7, 11, 13, 14, 13, 9, 8, 12, 13).

1. Dopo aver derivato i coefficienti della media mobile, M3, che si ottiene componendo

M1 =

{
[3];

1

3
[1,1]

}
e M2 =

{
[3];

1

5
[1,3]

}
applicare M3 alla serie data.

2. Dire, giustificando la risposta, quale delle tre medie mobili liscia meglio la serie data.

Soluzione:

1. L’ordine di M3 = M1M2 è 3+3-1=5. Possiamo scrivere

y∗∗ = M3y = M2M1y = M2y
∗

y∗2 =
1

3
(y1 + y2 + y3)

y∗3 =
1

3
(y2 + y3 + y4)

y∗4 =
1

3
(y3 + y4 + y5)

Applicando M2 ai 3 termini calcolati otteniamo:

y∗∗3 =
1

5
(y∗2 + 3y∗3 + y∗4).

Ridisponendo i termini si ottiene

y∗∗3 =
1

5

1

3
(y1+ y2+ y3+

3y2+ 3y3+ 3y4+
y3+ y4+ y5+

y∗∗3 =
1

15
(y1+ 4y2+ 5y3+ 4y4+ y5).

Generalizzando, si ha

y∗∗t =
1

15
(yt−2 + 4yt−1 + 5yt + 4yt+1 + yt+2)

con M3 =

{
[5];

1

15
[1, 4,5]

}
.

Applicando questa media mobile alla serie data si ottiene:

y∗∗3 =
1

15
(7 + 4 · 11 + 5 · 13 + 4 · 14 + 13) = 12, 33

y∗∗4 = 12, 93 y∗∗5 = 11, 87 y∗∗6 = 10, 33 y∗∗7 = 10
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2. Per dire quale fra le tre medie mobili liscia meglio la serie dobbiamo calcolare il rapporto di
riduzione della varianza residua. Per M1 si ha:

1∑
i=−1

θ2i = 3 · 1

9
=

1

3
= 0.3̄

Per M2 si ha:
1∑

i=−1
θ2i =

1

25
(1 + 9 + 1) =

11

25
= 0.44

Infine, per M3 :
2∑

i=−2
θ2i =

1

225
(1 + 16 + 25 + 16 + 1) =

59

225
= 0.26

Pertanto, la media mobile da preferire è M3.
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Domanda 5 Si consideri il processo AR(1) Yt = φ0 + φ1Yt−1 + εt con εt ∼ WN(0, σ2) e si
calcolino le previsioni ad uno, due e k > 2 passi in avanti.

Soluzione: pagine 272-274 del libro di testo
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Domanda 6 Dopo aver detto cosa si intende per media mobile invariante rispetto ad un
polinomio di grado p, dare un esempio di media mobile che conserva un trend lineare.

Soluzione: pagine 88-89 del libro di testo
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