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TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(2) = |o + 2.

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui & possibile
prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f, calcolare i limiti di f’ se significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

FACOLTATIVO calcolare la derivata seconda di f e determinare gli intervalli di concavita e convessita con eventuali punti
di flesso.

Svolgimento

(a) La funzione f ¢ il prodotto di due funzioni continue e non negative su R cio¢ g;(z) = |z + 2|, g2(z) = €3¢
e quindi f & continua e non negativa. Siccome g1(—2) =0, g1(z) > 0 in R\{—2} e g2(z) > 0 per z € R
deduciamo che "unico punto in cui f(z) =0 ¢ x = —2. La funzione non presenta simmetrie o periodicita.

Notiamo che
<x—|—2>e3w x> —2
f(@) =

—(Z‘+2)63x T < =2

(b) Gli estremi del dominio sono %oc.

e Da
2
lim |z +2/e** = lim —(m+2)e3m = lim —%
T——00 T—r—00 T——00 e °T
— L__y (1)
- I_1>I_noo__3673:v -

deduciamo che y = 0 ¢ un asintoto orizzontale a —oo.

e Da

lim |z + 2[e3* = +o0,
T—+00

deduciamo che non vi ¢ un asintoto orizzontale a +oo.

Osserviamo inoltre che

e essendoci un asintoto orizzontale a —oo, non ha senso studiare la presenza di un asintoto obliquo;

e da
f(z) (z +2)e*

lim — = lim ——— =40
r—+oco X T—+00 xT

deduciamo che f non possiede un asintoto obliquo o 4oc.

La funzione & continua in R e quindi non ha senso porsi il problema se sia prolungabile per continuita in
alcuni punti.



Figura 1: Grafico di f in [-5,+5] e in [-3,—1.8].

(¢) La funzione f ¢ derivabile ovunque eccetto in © = —2. Osserviamo che
e se x> —2 allora f(z) = (z + 2)e3® e quindi
fl(z) = e + 3(x +2)e** = (3z + 7)e;
di conseguenza, da 3z + 7 > 0 per x € (—2,+00) deduciamo che la funzione & monotona crescente in
(_27 +OO)5
e se x < —2 allora f(z) = —(z + 2)e3® e quindi
fl(x) = =3 = 3(x 4 2)e3* = — (32 + 7)e?™;
di conseguenza essendo —(3z + 7) > 0 per x € (—o0, —(7/3)), —(3x +7) < 0 per z € (—(7/3), —2),

e3® > 0 per z € R, la funzione ¢ monotona crescente in (—oo, —(7/3)), monotona decrescente in
(—(7/3),—2) e ha un minimo in x,,;, = —7/3.

Osserviamo che
lim f'(z) = — lim (324 7)e% = —e 5,
T——27 r——2-
mentre
lim f'(z)= lim (3z+7)e3 =e°.

z——21 z——2+
(d) La funzione ha il grafico in figura.
(Facoltativo) La derivata seconda di f e facilmente

@) J 3Bz +8)e*, x> -2
Fow) = { —3(3z +8)e%, x < —2.

Da questo abbiamo facilmente che
e la funzione ¢ convessa in (—oo, —8/3), in quanto f)(z) > 0 per x € (—o0, —8/3);
e la funzione & concava in (—8/3,—2), in quanto f)(z) < 0 per = € (—8/3, —2);
e la funzione & convessa in (—2, +00), in quanto ) (x) > 0 per (-2, +00);

e la funzione ha un flesso in 1 = —8/3.

~ O ~
Esercizio 2
Calcolare, al variare del parametro reale a > 0,

210 — 3sinz + 2¢%®
im .
z—+oo 5% 4 €3¢ — (log )5

FACOLTATIVO: calcolare il limite anche per a < 0.

Svolgimento



e Analizziamo il numeratore. Sappiamo che, in virtu della maggior crescita dell’esponenziale rispetto alle
altre funzioni, il numeratore va come 2e%*. Lo verifichiamo.

— Da
210
lim —— =(1/2) lim e'0'&ln)—ox
z—+oo 247 T— 400
) log(2)
. . og(x
1 101 —ar= 1 —— —a) =- 2
Jm og(x) — ax m_&riloox( - a) 00 (2)
deduciamo che
210
lim

z—+oo 24T

— Essendo 3sin(x) limitata, poiche 1/(2¢**) — 0 per © — +00, abbiamo che

i 25 _

z—+oo 24T

— Essendo 3sin(x) limitata, poiche 1/x'® — 0 per  — +o00, abbiamo che

Quindi, a numeratore, il termine dominante ¢, indipendentemente da a, 2e%*.

e Analizziamo il denominatore. A priori, vista la bassa crescita del logaritmo, pensiamo che il termine
dominante possa essere uno tra 5% e ¢3*. Facciamo le necessarie verifiche.

— Visto che log(5) ~ 1.609437912434100 < 3,

T

lim = = lim e(o80G)z=32 — iy elos()=3)z —
z— 400 37 z—+00 T— 400

ricaviamo che il termine e3* domina su 5%;

— Osserviamo che se 0 < a < b allora, a +00, b* domina su a”, in quanto

T T
. a . a
lim — = lim = 0.
z— 400 OT x—+o00 b
Essendo €3* = (e3)* e 5 < 3 abbiamo che €3* domina su 5%.
Quindi, a denominatore, il termine dominante & e3%.
Cosi

210 — 3sinz + 2¢%* . 2e*

e(l-fc
im - =
z—+oo 5% + €37 — (log x)®

=2 lim

m —— —.
400 3% z—r+o00 3%

Quindi se a < 3 l'integrale vale 0, se a = 3 allora vale 2, altrimenti, per a € (3, +00), vale +00

FACOLTATIVO. Per quanto riguarda la parte facoltativa, basta notare che in questo caso il numeratore va
sempre come z'0. Quindi il limite & equivalente a

] m10
lim —
T—+oo 3%

che con una tecnica simile a quella usata in precedenza vale 0

~ O ~



Esercizio 3
Calcolare una primitiva di
f(z) = 2®sin(z + 1).

Svolgimento
Integriamo per parti. Da [ sin(z + 1)dz = — cos(z + 1), Dz? = 2z, ricaviamo
/x2 sin(z +1)de = —2% cos(x +1) — /(Qx) (—cos(z + 1))dx
= —z?cos(z+1)+ 2/33 (cos(xz + 1))dx
Inoltre da [ cos(xz + 1)dz = sin(z + 1), Dz =1, [sin(z + 1)dz = — cos(z + 1)
/x cos(z+ 1)de = zsin(z+1)— / 1 sin(z 4 1)dz
= zsin(z+1) - /sin(w + 1)dx = z sin(x + 1) + cos(z + 1).

Si conclude cosi che

/xQ sin(z 4 1)dr = —2° cos(z +1) +2 / z cos(z 4 1)dx = —2° cos(z + 1) + Q(x sin(z 4+ 1) + cos(z + 1)> +ec

~ O ~

Esercizio 4
a) Trovare i punti critici della funzione f(z,y) = 222 + y? — .
b) Trovare i massimi e minimi assoluti della funzione f(z,y) = 22?+y?—z sull’insieme A = {(z,y) : 22+y* = 1}.

Svolgimento

e Osserviamo che

Vi(x,y) = (433 - 1,2y>

e quindi, essendo i punti critici (z*,y*) tali che Vf(z*,y*) = 0, il punto critico & (1/4,0). Inoltre la

matrice Hessiana ¢
4 0
Hf(x,y)=<0 2)‘

Di conseguenza il punto ¢ un minimo, poiche (Hf(1/4,0))11 =4 e det(Hf(1/4,0)) =4-2—-0-0=28.
e Osserviamo che se (z,y) verifica 2% + y? = 1, necessariamente

2_x+1.

flx,y) =222 +y* —ox=a2+(2* +y*) —z =2
Posto g(z) = 22 —x+1, notiamo che nel dominio richiesto, il cerchio con centro I’origine e raggio 1, abbiamo
che z € [-1,1] e quindi studiamo i massimi e i minimi della funzione g in [—1,1]. Poiche ¢'(z) = 2z — 1,
studiando il segno di ¢’ deduciamo che la funzione g & monotona decrescente per x € [—1,1/2] e crescente
inz=[1/2,1]. Quindi z; = 1/2 ¢ un minimo e x2 3 = £1 sono massimi locali. Da g(—1) =3, g(1) =1
deduciamo che z = —1 ¢ il massimo globale di g. Cosi, dovendo essere 2% + y?> = 1, concludiamo che
(—1,0) ¢ il massimo assoluto, mentre (1/2,4++/3/4) sono minimi assoluti.

La funzione ha il grafico in figura. I puntini in rosso evidenziano i minimi, quello in verde descrive il massimo
della funzione nel vincolo.

Tempo: due ore. Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici

di qualsiasi tipo. N.B. Il punteggio degli esercizi si intende esclusi i facoltativi. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver svolto

tutte le altri parti e non servono per ottenere la sufficienza.



Figura 2: Grafico di f in [-1.5,41.5] x [=1.5,4+1.5]. In nero i valori sul cerchio unitario.
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TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(2) = lo = 1)e2.

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui & possibile
prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuitd e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f, calcolare i limiti di f’ se significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

FACOLTATIVO calcolare la derivata seconda di f e determinare gli intervalli di concavita e convessita con eventuali punti
di flesso.

Svolgimento

(a) La funzione f ¢ il prodotto di due funzioni continue e non negative su R cio¢ g;(z) = |z — 1|, g2(z) = €2*

e quindi f & continua e non negativa. Siccome g1(1) = 0, g1(x) > 0 in R\{1} e g2(z) > 0 per z € R,
deduciamo che 'unico punto in cui f(z) =0 & x = 1. La funzione non presenta simmetrie o periodicita.

Notiamo che
<x — 1) 2 > 1
f(z) =

—(30—1)62”’j <1

(b) Gli estremi del dominio sono %oc.

e Da
3 2x : 2 . z—1
lim [z —1[e™ = lim —{z—-1)e* = lim ———
T——00 T——00 rz——o0 e 4T
- :L’ll)rfloo —Qe—2z =0 (3)

deduciamo che y = 0 € un asintoto orizzontale a —oco



(d)

FACOLTATIVO.

Figura 3: Grafico di f in [-5,+5] e in [0,1.3].

e Da

lim |z —1]e* = +o0,
r—r+00

deduciamo che non vi ¢ un asintoto orizzontale a +oo.

Osserviamo inoltre che

e essendoci un asintoto orizzontale a —oo, non ha senso studiare la presenza di un asintoto obliquo;

e da )
—1)e2e
i 1®) oy D
Tr—r+00 xX r—r+00 xX
deduciamo che f non possiede un asintoto obliquo o 4occ.

La funzione & continua in R e quindi non ha senso porsi il problema se sia prolungabile per continuita in
alcuni punti.

La funzione f & derivabile ovunque eccetto in = 1. Osserviamo che
e se x> 1 allora f(z) = (z — 1)e?* e quindi
fl(z) = 2" +2(x — 1)e** = (2z — 1)e*";

di conseguenza, da 2z — 1 > 0 per x € (1,+00) deduciamo che la funzione ¢ monotona crescente in
(1, +00);
e se v < 1allora f(z) = —(z — 1)e?* e quindi

fl(@) = —(22 - 1)e*";

di conseguenza essendo —(2z — 1) > 0 per z € (—o0,1/2), —(2z — 1) < 0 per z € (1/2,1), €2* > 0
per x € R, la funzione & monotona crescente in (—oc0,1/2), monotona decrescente in (1/2,1) e ha un
minimo in z;, = 1/2.

Osserviamo che per quanto riguarda = = 1,

mentre

La funzione ha il grafico in figura.

La derivata seconda di f & facilmente

4re® x>1
f(2) (@) = { —4ze?® x < 1.

Da questo abbiamo facilmente che



la funzione & convessa in (—o0,0), in quanto f®(x) > 0 per z € (—o0,0);

la funzione & concava in (0, 1), in quanto f® (x) < 0 per x € (0,1);

la funzione & convessa in (1, +0c), in quanto f)(x) > 0 per z € (1, +00);

la funzione ha un flesso in z; = 0.

Esercizio 2
Calcolare, al variare del parametro reale b > 0,

. 6%+ ¢e3 — (logx)?
lim .
z=+oo 27 — 3cosx + 3ebe

FACOLTATIVO: calcolare il limite anche per b < 0.

Svolgimento

e Analizziamo il numeratore. Sappiamo che, in virtu della maggior crescita dell’esponenziale rispetto alle
altre funzioni, il numeratore dipende esclusivamente da come vanno tra loro €3 o 6%. Lo verifichiamo.

— Osserviamo che se 0 < a < b allora, a +00, b* domina su a”, in quanto

. at . a\”
A T LA (b) =0
Essendo e3* = (e3)% e 6 < €2 abbiamo che 3 domina su 6°.

— Non e difficile vedere che per la regola de L’Hopital
log z

1m —55 =
r——+00 6(3/2)9lc

e quindi per la continuita della funzione x>

5 (logz)? 5 logz \? _( logz \? _0
LJT& edr L—EP@O e(3/2)z o .L—lr-fl:l()o e(3/2)z o

3z

Quindi, a numeratore, il termine dominante e e

e Analizziamo il denominatore. A priori, vista la bassa crescita di z” rispetto a 3e’* e dalla limitatezza di
3cos(z), pensiamo che il termine dominante sia 3e*®, per ogni b > 0. Facciamo le necessarie verifiche.

— Visto che (facilmente) lim,_, o (7log(z)) — 3bx = —o0, se b > 0

7
lim = (1/3) lim 6(710g(a:))73ba: =0

r—+o00 3@171' r—+o0o

ricaviamo che il termine 3e?® domina su z

3 cos(z)
3ebx
che il termine 3¢®* domina su 3 cos(z);

7.
)

— Visto che, lim, 4 o = 0 in quanto 3 cos(z) ¢ limitata e lim,_, 4 36% infinitesima, deduciamo

Quindi, a denominatore, il termine dominante & 3e’*.

Cosi
. 6% + e3¢ — (log z)? . e3e
L:= lim = lim .
z—+oo 7 — 3cosw + 3ebT o400 3ebT

Quindi se b < 3 l'integrale vale +00, se b = 3 allora vale 1/3, altrimenti, per b € (3,400), vale 0.

3z

FACOLTATIVO. Nel caso b < 0, basta notare che il numeratore va sempre come e>* e che, con facili conti, il

denominatore va come z7. Quindi il limite & equivalente a
) e?)a:
lim —
T—r+00 1‘7

che con una tecnica simile a quella usata in precedenza vale +oc.



Esercizio 3
a) Calcolare una primitiva di
f(z) = 2% cos(x + 1).

Svolgimento

Integriamo per parti. Da [ cos(z + 1)dz = sin(z 4 1), Da? = 2z, ricaviamo

/x2 cos(z +1)de = x?sin(z+1)— /(2:3) sin(z + 1)dx

x? sin(z +1) — 2/96 sin(z + 1)dx
Inoltre da [ sin(z + 1)dz = —cos(xz + 1), Dz =1, [ cos(z + 1)dz = sin(z + 1)

/Jc sin(x + 1)de = z(—cos(x+1)) — / 1(—cos(z+1))dz
= —zcos(z+1)+ /cos(z + 1)dz = —z cos(z + 1) +sin(z + 1) — c.
Si conclude cosi che

/x2 sin(z + 1)dz = 2% sin(z +1) — 2(— x cos(x+ 1) +sin(z + 1)) +c= (22 —2)sin(x+1) 422 cos(z + 1) +c.

~ O ~

Esercizio 4
a) Trovare i punti critici della funzione f(x,y) = 22 + 2y — y.
b) Trovare i massimi e minimi assoluti della funzione f(z,y) = 22+2y%—y sull’insieme A = {(z,y) : 22+y* = 1}.

Svolgimento

e Osserviamo che

Vi(z,y) = <2x,4y - 1)

e quindi, essendo i punti critici (z*,y*) tali che V f(a*,y*) = 0, I'unico punto critico & (0,1/4). Inoltre la

matrice Hessiana ¢
2 0

Di conseguenza il punto (0, 1/4) & un minimo, poiche (H f(0,1/4))1,1 = 2 edet(H f(0,1/4)) =2-4—-0-0 = 8.
e Osserviamo che se (z,y) verifica 22 + y? = 1, necessariamente
flay =a®+2° —y= (@ +y") +9* —y =9y’ —y+ 1

Posto g(y) = y?—y+1, notiamo che nel dominio richiesto, il cerchio con centro I'origine e raggio 1, abbiamo
che y € [-1,1] e quindi studiamo i massimi e i minimi della funzione g in [—1,1]. Poiche ¢'(y) = 2y — 1,
la funzione g & monotona decrescente per y € [—1,1/2] e crescente in y = [1/2,1]. Quindi y* = 1/2 & un
minimo e y3 = %1 sono massimi locali. Da g(—1) = 3, ¢g(1) = 1 deduciamo che x = —1 ¢ il massimo
globale di g. Cosi, dovendo essere 2% + y?> = 1, deduciamo che (0,—1) & il massimo assoluto, mentre
(£+4/3/4,1/2) sono minimi assoluti.



Figura 4: Grafico di f in [—1.5,+1.5] x [—1.5,+1.5]. In nero i valori sul cerchio unitario.

La funzione ha il grafico in figura.

Tempo: due ore. Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici
di qualsiasi tipo. N.B. Il punteggio degli esercizi si intende esclusi i facoltativi. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver svolto

tutte le altri parti e non servono per ottenere la sufficienza.
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TEMA 3

F(@) = |z — 2le™.

Esercizio 1 Si consideri la funzione

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui & possibile
prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilitda di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f, calcolare i limiti di f’ se significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

FACOLTATIVO calcolare la derivata seconda di f e determinare gli intervalli di concavita e convessita con eventuali punti

di flesso.

Svolgimento

(a) La funzione f & il prodotto di due funzioni continue e non negative su R cio¢ g1(z) = |x — 2|, ga2(x) = €3

e quindi f ¢ continua e non negativa. Siccome g1(2) = 0, gi1(x) > 0 in R\{2} e go(x) > 0 per x € R
deduciamo che 'unico punto in cui f(z) =0 & = 2. La funzione non presenta simmetrie o periodicita.

Notiamo che
(x — 2) e x>2
f(x) =

—(x—?)e?“ T <2

(b) Gli estremi del dominio sono 0.

e Da
-2
lim |z —2/e** = lim (:E - 2)637” = lim -2 3
T——00 Tr——00 T——00 e— 3T
= 1l L __ 0 (4)
- :v~1>rfnoo —3e— 3¢ o

deduciamo che y = 0 & un asintoto orizzontale a —oco

e Da

lim |z —2[e* = +o0,
r—r+00

deduciamo che non vi ¢ un asintoto orizzontale a +oo.

Osserviamo inoltre che

e essendoci un asintoto orizzontale a —oo, non ha senso studiare la presenza di un asintoto obliquo;

e da

) 3z
fim L&) gy oD
r—+o0o I T— 400 x

deduciamo che f non possiede un asintoto obliquo o 4occ.

La funzione & continua in R e quindi non ha senso porsi il problema se sia prolungabile per continuita in
alcuni punti.



150

1001

Figura 5: Grafico di f in [—5,+5] e in [0.66,2.2].

(¢) La funzione f ¢ derivabile ovunque eccetto in = 2. Osserviamo che
e se x> 2 allora f(z) = (z — 2)e3* e quindi
f(x) = €3 +3(x — 2)e>* = (3z — 5)e’7;
di conseguenza, da 3z — 5 > 0 per = € (2,+00) deduciamo che la funzione ¢ monotona crescente in
(2, +00);
e se v <2 allora f(z) = —(z — 2)e3* e quindi
fl(x) = €3 = 3(x — 2)e3® = —(3x — 5)e37;

di conseguenza essendo —(3z — 5) > 0 in (—00,5/3), —(3z +5) < 0 in (5/3,2), €32 > 0 in (—o0,2),
la funzione & monotona crescente in (—oo, 5/3), monotona decrescente in (5/3,2) e ha un minimo in
Tmin — 5/3.

Osserviamo che per quanto riguarda = = 1,
lim f'(z) = lim [—(3z — 5)]e*; = —e®,
=17 z—1—
mentre
li / - 1 3r—5 3fE;: 3_
Jim f'(z) = lim (3 —5)e e

(d) La funzione ha il grafico in figura.

FACOLTATIVO La derivata seconda di f e facilmente

33z —4)e3*, x> 2
(2) - )
P2 = { —3(3z —4)e**, x < 2.

Da questo abbiamo facilmente che
e la funzione & convessa in (—o0,4/3), in quanto £ (z) > 0 per x € (—o0,4/3);
e la funzione & concava in (4/3,2), in quanto f®(z) < 0 per z € (4/3,2);

e la funzione & convessa in (2, +00), in quanto £ (z) > 0 per (2, +o0);

o la funzione ha un flesso in z; = 4/3.

Esercizio 2
Calcolare, al variare del parametro reale a > 0,
2% — 2(log x)? 4 3e®
im - .
z—+oo 3% 4 €37 — (sinx)d




FACOLTATIVO: calcolare il limite anche per a < 0.

Svolgimento

e Analizziamo il numeratore per ¢ > 0. Sappiamo che, in virtu della maggior crescita dell’esponenziale
rispetto alle altre funzioni, il numeratore va come 3e®*. Lo verifichiamo.

— Da s
: — . 5log(z)—ax
acgr-ir-loo 3eax (1/3) xgr-ir-loo €
¢ 51
lim 5log(x) —ax = lim x(og(z) - a) = -0 (5)
r—+00 T——+00 x
deduciamo facilmente dalla regola de L'Hopital che
5
x
li =0
mJToo 3eax
— Da |
lim 08@) _

r—+00 6(0/2)1

deduciamo che 2
. 2(log ) B ' log(z) \~
J,Erfoo W - (2/3) LEI-POO m -0

Quindi, a numeratore, il termine dominante ¢, indipendentemente da a, 3e%*.

e Analizziamo il denominatore. A priori, vista la limitatezza di sin(x), pensiamo che il termine dominante
possa essere uno tra 3% e e3%. Facciamo le necessarie verifiche.

— Osserviamo che se 0 < a < b allora, a +00, b* domina su a”, in quanto

x x
. a . a
A T LA (b) =0
Essendo €3* = (e3)* e 3 < 3 abbiamo che €3* domina su 3%.

— Essendo (sin(z))® limitata in quanto lo & sin(x), poiche 1/(e3*) — 0 per z — +o0, abbiamo che

lim = 0.
T—+00 e3x
Quindi, a denominatore, il termine dominante & e3%.
Cosi
25 — 2(log 7)? + 3e%® N
im 3 - — = lim —
z—+oo 3% 4 €37 — (sinx) z—+oo €37

Quindi se a < 3 'integrale vale 0, se a = 3 allora vale 3, altrimenti, per a € (3, +00), vale +oo0.
FACOLTATIVO. Per quanto riguarda la parte facoltativa, & facile verificare che in questo caso il numeratore
va sempre come z°. Quindi il limite & equivalente a

20

L:= lim

z+oo 3%

da cui consegue con una tecnica simile a quella usata in precedenza che L = 0.

~ O ~



Esercizio 3
a) Calcolare una primitiva di
f(z) = 2®sin(z + 3).

Svolgimento
Integriamo per parti. Da [ sin(z + 3)dz = — cos(z + 3), Dz? = 2z, ricaviamo
/x2 sin(z +3)de = —x? cos(x +3) — /(230) (—cos(z + 3))dx
= —2%cos(z+3)+2 / x (cos(x + 3))dx

Inoltre da [ cos(x + 3)dz = sin(x + 3), Dz = 1, [sin(x + 3)dz = — cos(z + 3)

/x cos(x +3)dx = =z sin(z+3)— / 1- sin(z + 3)dx
= zsin(z+3) — /sin(;v + 3)dz = z sin(z + 3) + cos(z + 3).
Si conclude cosi che

/x2 sin(z +3)dr = —2a? cos(x +3)+2 / x cos(x + 3)dx = —a* cos(x + 3) + 2(x sin(x + 3) + cos(x + 3)) +c

= (2 —2?%) cos(x +3) + 2z sin(z + 3) +c.

~ O ~

Esercizio 4
a) Trovare i punti critici della funzione f(x,y) = 22% — y? + .
b) Trovare i massimi e minimi assoluti della funzione f(z,y) = 222 —y?+x sull’insieme A = {(z,y) : 22+y* = 1}.

Svolgimento

e Osserviamo che

Vf(x,y) = (43: +1, —2y>

e quindi, essendo i punti critici (z*,y*) tali che Vf(z*,y*) = 0, il punto critico ¢ (—1/4,0). Inoltre la

matrice Hessiana ¢
4 0

Di conseguenza il punto & critico & di sella, poiche det(H f(1/4,0)) =4--2—-0-0= —8.
e Osserviamo che se (z,y) verifica 22 + y? = 1, necessariamente
fla,y) =20 —y* +2 =322 - (2> +y}) +x =32+ 2 — 1.

Posto g(z) = 32% + z — 1, notiamo che nel dominio richiesto, il cerchio con centro l'origine e raggio
1, abbiamo che z € [—1,1] e quindi studiamo i massimi e i minimi della funzione g in [-1,1]. Poiche
¢'(z) = 6z — 1, la funzione g & monotona decrescente per z € [—1,—1/6] e crescente in z = [-1/6,1].
Quindi * = —1/6 & un minimo e x4 = +1 sono massimi locali. Da g(—1) =1, g(1) = 3 deduciamo che
x = 1 ¢ il massimo globale di g. Cosi, dovendo essere 22 + y? = 1, deduciamo che (1,0) & il massimo
assoluto, mentre (—1/6,++/1 — (1/36)) sono minimi assoluti.

La funzione ha il grafico in figura.



Figura 6: Grafico di f in [-1.5,41.5] x [=1.5,4+1.5]. In nero i valori sul cerchio unitario.

~ O ~

Tempo: due ore. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici
di qualsiasi tipo. N.B. Il punteggio degli esercizi si intende esclusi i facoltativi. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver svolto

tutte le altri parti e non servono per ottenere la sufficienza.
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TEMA 4

J(@) = |z + 1]

Esercizio 1 Si consideri la funzione

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie o periodicita ed il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui & possibile
prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilitda di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali punti di
estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f, calcolare i limiti di f’ se significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f.

FACOLTATIVO calcolare la derivata seconda di f e determinare gli intervalli di concavita e convessita con eventuali punti
di flesso.

Svolgimento

(a) La funzione f & il prodotto di due funzioni continue e non negative su R cio¢ g1 () = | + 1|, g2(x) = €3

e quindi f & continua e non negativa. Siccome ¢;(—1) = 0, g1(x) > 0 in R\{—1} e g2(z) > 0 per z € R
deduciamo che I"unico punto in cui f(z) =0 ¢ x = —1. La funzione non presenta simmetrie o periodicita.

Notiamo che
<x+ 1>63x x> —1
f(x) =

—(aﬁ—l)e&” < —1

(b) Gli estremi del dominio sono 0.

e Da
: 3x : 3z : r+1
lim |z +1le** = lim —{z+1)e” = lim ——
T——00 T——00 z——o00 e 9T
—- Ly (6)
- wj)rzloo — 3¢ 3z

deduciamo che y = 0 & un asintoto orizzontale a —oco

e Da

lim |z + 1]e3* = +o0,
r—r+00

deduciamo che non vi ¢ un asintoto orizzontale a +oo.

Osserviamo inoltre che

e essendoci un asintoto orizzontale a —oo, non ha senso studiare la presenza di un asintoto obliquo;

e da
f(z) (x4 1)e3®

lim — = lim —— =4
r—+o0o I T— 400 x

deduciamo che f non possiede un asintoto obliquo o 4occ.

La funzione & continua in R e quindi non ha senso porsi il problema se sia prolungabile per continuita in
alcuni punti.



Figura 7: Grafico di f in [-5,+5] e in [-2,—0.7].

(¢) La funzione f & derivabile ovunque eccetto in z = —1. Osserviamo che
e se x > —1 allora f(z) = (x + 1)e3% e quindi
() =¥ +3(x +1)e** = (32 + 4)e37;

di conseguenza, da 3x +4 > 0 per x € (—1, +00) deduciamo che la funzione ¢ monotona crescente in
(_27 +OO)7
e se z < —1 allora f(z) = —(z + 1)e3* e quindi
() = = (3 + 4)e>*;

di conseguenza essendo —(3z +4) > 0 per z € (—o0, —(4/3)), —(3x +4) < 0 per = € (—(4/3), —2),
e3® > 0 per z € R, la funzione ¢ monotona crescente in (—oo,—(4/3)), monotona decrescente in
(—(4/3),—2) e ha un minimo in x,;, = —4/3.

Osserviamo che per quanto riguarda = = 1,

lim f'(z) = lim [~(3z +4)]e3"; = —e 73,

r——1— r—1—
mentre
lim f'(z) = lim (32 +4)e3%;=¢e73.
$—>—1+f< ) z—>1+( )

(d) La funzione ha il grafico in figura.

(Facoltativo) La derivata seconda di f e facilmente

3z
(2) _ 3(356’ + 5)6 , x> —1
Fo@) { 33z +5)e%, 2 < —1.

Da questo abbiamo facilmente che
e la funzione & convessa in (—oo, —5/3), in quanto f(?)(z) > 0 per x € (—o0, —5/3);
e la funzione & concava in (—5/3, —2), in quanto f®(z) < 0 per z € (—5/3, —1);
e la funzione & convessa in (—1, +00), in quanto £ (z) > 0 per (=1, +o0);

o la funzione ha un flesso in z; = —5/3.

~ O ~

Esercizio 2
Calcolare, al variare del parametro reale b > 0,

. 2743 — (log)?
lim .
z=+oo 7 — Hcosx + 2ebe




FACOLTATIVO: calcolare il limite anche per b < 0.

Svolgimento

e Analizziamo il numeratore. Sappiamo che, in virtu della maggior crescita dell’esponenziale rispetto alle
altre funzioni, il numeratore dipende esclusivamente da come vanno tra loro e3* o 2%. Lo verifichiamo.

— Osserviamo che se 0 < a < b allora, a +00, b* domina su a”, in quanto

a”® a\”
lim —= lim (-] =0.
z—+o00 HT z—+o00 \ b
Essendo €3* = (€3)% e 2 < 3 abbiamo che ¢3* domina su 27.

— Non e difficile vedere che per la regola de L’Hopital

. log x
lim =
rz—+oo eT
e quindi per la continuita della funzione z?
log z)? 1 ’ 1 3
lim 7( og?’x) = lim (ogw) = ( lim 0gx> =0.
z—4oo  eoT T— 400 er z—+4oo eT

Quindi, a numeratore, il termine dominante & 3.
e Analizziamo il denominatore. A priori, vista la bassa crescita di 27 rispetto a 2e’* e dalla limitatezza di
5 cos(r), pensiamo che il termine dominante sia 2e>®, per ogni b > 0. Facciamo le necessarie verifiche.

— Visto che, se b > 0, abbiamo facilmente lim,_, ;o 7log(z) — bz = —o0,

7
= (1/2) lim eTls@=br =g

im ——
z—-+oo 2ebT T—+00
ricaviamo che il termine 2¢** domina su z”;

. . 5 cos . e . . . . . .
— Visto che, lim,_, ;o ;Zi(f) = 0 in quanto 5 cos(z) & limitata e limg,_, 4o 26%1 infinitesima, deduciamo

che il termine 2e"* domina su 5 cos(w);

Quindi, a denominatore, il termine dominante & 2e*.

Cosi
) 2T + €3z _ (IOg l’)?’ ) e3w
L:= lim = lim
z—+oo 7 — Hcosx + 2eb*  z+oo 2eb

Quindi se b < 3 l'integrale vale +00, se b = 3 allora vale 1/2, altrimenti, per b € (3,400), vale 0.

FACOLTATIVO. Per quanto riguarda la parte facoltativa, basta notare che in questo caso il numeratore va

sempre come €%, mentre, con facili conti, il denominatore va come z7. Quindi il limite & equivalente a

3z
L= lim -

r——+00 ;177

che con una tecnica simile a quella usata in precedenza porge L = +o0.

~ O ~

Esercizio 3
a) Calcolare una primitiva di
f(z) = 22 cos(x + 3).

Svolgimento



Figura 8: Grafico di f in [-1.5,41.5] x [=1.5,4+1.5]. In nero i valori sul cerchio unitario.

Integriamo per parti. Da [ cos(z + 3)dz = sin(z + 3), Dz? = 2z, ricaviamo
/x2 cos(z +3)dr = % sin(x +3) — /(2:1:) sin(x + 3)dx
= 27 sin(z +3) — 2/x sin(x + 3)dx
Inoltre da [ sin(z + 3)dz = — cos(xz + 3), Dz =1, [ cos(z + 3)dx = sin(z + 3)
/x sin(x + 3)de = x(—cos(x+3)) — / 1(—cos(z + 3))dx
= —zxcos(z+3)+ /cos(aj + 3)dz = —z cos(z + 3) +sin(z + 3) + ¢
Si conclude cosi che

/x2 sin(x 4 3)dx = 2° sin(z +3) — 2< x cos(x +3) +sin(x+3)) +c = (22 —2)sin(z +3) + 2z cos(x +3) +c.

~ O ~

Esercizio 4
a) Trovare i punti critici della funzione f(z,y) = 2y? — 22 + y.
b) Trovare i massimi e minimi assoluti della funzione f(z,y) = 2y?—2?+y sull’insieme A = {(z,y) : 22+y* = 1}.

Svolgimento

e Osserviamo che

Vi(x,y) = (—2x,4y+1)

e quindi, essendo i punti critici (z*,y*) tali che V f(z*,y*) = 0, 'unico punto critico ¢ (0, —1/4). Inoltre
la matrice Hessiana ¢
-2 0

Di conseguenza il punto (0, —1/4) ¢ di sella, poiche det(H f(0,—1/4)) =—-2-4—-0-0 = -8.
e Osserviamo che se (z,y) verifica 22 + y? = 1, necessariamente
fley) =2y =2’ +y=3y" - ()" +2") +y =3y  +y - L.

Posto g(y) = 3y*>+y— 1, notiamo che nel dominio richiesto, il cerchio con centro l'origine e raggio 1, abbia-
mo che y € [—1,1] e quindi studiamo i massimi e i minimi della funzione g in [—1, 1]. Poiche ¢'(y) = 6y —1,



dallo studio del segno della derivata ricaviamo che la funzione g & monotona decrescente per y € [—1, —1/6]
e crescente in y = [—1/6, 1]. Quindi y* = —1/6 & un minimo e y = £1 sono massimi locali. Da g(—1) =1,
g(1) = 3 deduciamo che y5 = 1 & il massimo globale di g. Cosi, dovendo essere 2 +y? = 1, deduciamo che

(0,1) ¢ il massimo assoluto, mentre (£+/1 — (1/36), —1/6) ~ (40.9860132971832694, —0.16) sono minimi
assoluti.

La funzione ha il grafico in figura.

Tempo: due ore. Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. B vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici

di qualsiasi tipo. N.B. Il punteggio degli esercizi si intende esclusi i facoltativi. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver svolto
tutte le altri parti e non servono per ottenere la sufficienza.




